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概 要
本発表では, ある条件を満たしている非圧縮性ナヴィエ・ストークス方程式の解の平滑化現

象について発表する. エネルギー有限な初期値に対して, 本方程式の時間大域的な超関数解が
存在することは数学的に証明されている. しかし, 解が滑らかになるかどうかについては数学
的には明らかになっておらず, 一定の条件を付け加える必要がある. 本研究では, 有界平均振動
空間と呼ばれる関数空間に時間局所的な超関数解が属していれば, その解が滑らかになること
について述べる.

1 序
本研究では, 以下の非圧縮性ナヴィエ・ストークス方程式の超関数解 (弱解)の正則性について

考察を行う. 空間次元を 3次元あるいは 4次元とする.
∂tu−∆u+ (u · ∇)u+∇p = 0, t > 0, x ∈ Rd,

div u = 0, t > 0, x ∈ Rd,

u
∣∣
t=0

= u0(x), x ∈ Rd.

(N-S)

ここで, u = (u1(t, x), u2(t, x), · · · , ud(t, x)), p = p(t, x) はそれぞれ流体の速度場と圧力を表す未
知関数である. また, u0 = (u0,1(x), u0,2(x), · · · , u0,d(x)) は div u0 = 0 を満たす与えられた初期速
度場とする. また, 第一式は流体の運動を表す方程式であり, 第二式は流体の質量保存則と非圧縮
条件から導かれる式である.

まず初めに, 本発表で用いる非圧縮性ナヴィエ・ストークス方程式の超関数解 (弱解)の定義に
ついて述べる. C∞

0,σ, L
p
σ, Ḣs

σ,H
s
σ をそれぞれC∞

0,σ := {f ∈ C∞∣∣supp f がコンパクトで divf = 0},
Lp
σ := C∞

0,σ
∥·∥p

, 1 < p < ∞, Ḣs
σ := C∞

0,σ
∥·∥Ḣs , Hs

σ := C∞
0,σ

∥·∥Hs
, s ∈ R

とする. 非圧縮性ナヴィエ・ストークス方程式の超関数解を以下で定義する.

定義 (超関数解 [7]). u0 ∈ L2
σ とする. 以下が成り立つ時, u は非圧縮性ナヴィエ・ストークス方程

式の時間 (0, T ) 上の超関数解であると言う.

(1) u がエネルギークラス L∞(0, T ;L2
σ) ∩ L2(0, T ; Ḣ1

σ) に属する.

(2) u は L2 の弱位相の意味で [0, T ] 上時間について連続, すなわち, 任意の ϕ ∈ L2(Rd) に対し,

u(t, x) 7→ 〈u(t, x), ϕ(x)〉

が [0, T ] 上時間について連続である.



(3) 任意の 0 ≤ t < T と ϕ ∈ H1(0, t;H1
σ) に対し,∫ t

0
{〈−u, ∂tϕ〉+ 〈∇u,∇ϕ〉+ 〈(u · ∇)u, ϕ〉} dτ = −〈u(t), ϕ(t)〉+ 〈u0, ϕ(0)〉

が成り立つ.

ここで, 〈·, ·〉 は L2 内積とする.

続いて, 非圧縮性ナヴィエ・ストークス方程式の先行研究について述べる. Leray は 1934年に
全空間上において, エネルギー不等式

‖u(t)‖22 +
∫ t

0
‖∇u‖22dτ ≤ ‖u0‖22

を満たす時間大域解の存在を示した. また, Hopf は 1951年にエネルギー不等式を満たす時間大
域解を任意の領域で構成している. このエネルギー不等式を満たす超関数解のことを特に Leray–

Hopf の弱解と呼ぶ. しかし, 超関数解のエネルギークラスでの一意正則性は 2次元空間しか示さ
れていない.

超関数解 u が Serrinクラスと呼ばれる次の空間
Lθ(0, T ;Lr),

2

θ
+

d

r
≤ 1, d ≤ r ≤ ∞

に属しているとき, 解が一意的になることが Serrin [10], Masuda [7] によって示されている. さら
に, Serrin [9], Iskauriaza–Serëgin–Šhverák [4] らによって Serrin クラスに属している解が滑らか
になることが示されている. ここで, λ > 0 に対し, uλ, pλ をそれぞれ

uλ(t, x) := λu(λ2t, λx), pλ(t, x) := λ2p(λ2t, λx)

と定める. このとき, u, p が非圧縮性ナヴィエ・ストークス方程式の解なら, uλ, pλ もまた方程式
の解になっている. また, スケール変換を施すことで, u と uλ の間には次の関係

‖uλ‖Lθ(0,T ;Lr) = λ1− 2
θ
− 3

r ‖u‖Lθ(0,T ;Lr)

が成り立つ. 特に 2/θ + 3/r = 1 のとき, Lθ(0, T ;Lr) は, ノルムの大きさが λ > 0 に依存しない
スケール不変な関数空間になっていることが知られている.

以下, スケール不変な条件下における解の正則性に関する先行研究について述べる. Sohr [11]は,

d < r < ∞ に対して, 弱ルベーグ空間 Lθ,∞(0, T ;Lr,∞) に属している十分小さな解が滑らかにな
ることを示している. また, L2(0, T ;L∞) の仮定を弱めた結果として, Kozono–Taniuchi [5] によっ
て L2(0, T ;BMO), Kozono–Ogawa–Taniuchi [6] によって L2(0, T ; Ḃ0

∞,∞) での一意正則性の結
果が示されている. ここで, 関数空間 L∞, BMO, Ḃ0

∞,∞ に対して, 次の包含関係
L∞ ⊂ BMO ⊂ Ḃ0

∞,∞.

が成り立つことが知られている. さらに, L∞(0, T ;Ld)の仮定に関連した結果として, C((0, T ];B−1
∞,∞)

に属している超関数解が滑らかになることが Cheskidov–Shvydkoy [3]によって示されている. こ
の B−1

∞,∞ の斉次型の空間 Ḃ−1
∞,∞ について, Sobolev の不等式を用いることで, 次の埋め込みの関係

Ld ⊂ Ḃ
−1+ d

p
p,∞ ⊂ BMO−1 ⊂ Ḃ−1

∞,∞

が知られている. そして Ḃ−1
∞,∞ は, Bourgain–Pavlovic [2] によって非圧縮性ナヴィエ・ストーク

ス方程式の初期値問題の非適切性が示されている空間になっている. また, Seregin–Zhou [8] は
L∞(0, T ; Ḃ−1

∞,∞) に属する軸対称な超関数解が滑らかになることを示している. これらの結果は,

非圧縮性ナヴィエ・ストークス方程式において, 初期値問題の適切性と解の正則性の問題が独立し
た問題であることを示唆した結果になっている.

本研究では, 以下の結果を得た.



定理 1.1 ([1]). T < ∞, u0 ∈ L2
σ とし u を (N-S) の (0, T ) 上の超関数解で

sup
0<t<T

t
1
2 ‖u‖BMO < ∞ (1.1)

を満たすものとする. このとき, 任意の自然数 k ∈ N に対して,

sup
0<t<T

t
k
2 ‖∇ku‖2 < ∞ (1.2)

が成り立つ. 特に u は滑らかな解になる.

注意.

(1) (1.1) は非圧縮性ナヴィエ・ストークス方程式の解のスケールを不変にするノルムになって
いる. すなわち, uλ(t, x) = λu(λ2t, λx), λ > 0 に対し, (1.1) は以下を満たしている;

sup
t>0

t
1
2 ‖uλ‖BMO = sup

t>0
t
1
2 ‖u‖BMO.

(2) 本結果で用いた条件 (1.1) は, Kozono–Taniuchi [5] が一意正則性を示す上で用いた条件を,

時間方向について部分的に緩和している. 実際, 初期時刻近傍で t−
1
2 の特異性

‖u‖BMO = t−
1
2

を有する解は, 条件 (1.1) を満たしているが, L2(0, T ;BMO) には属していない.

(3) (1.1) は線形熱方程式の解に対し, 以下の評価が成り立つことが知られている;

sup
0<t<T

t
1
2 ‖et∆u0‖BMO ≤ ‖u0‖B−1

∞,∞
.

この評価から, 非圧縮性ナヴィエ・ストークス方程式の初期値問題で非適切性が示されてい
る空間と類似した空間のノルムによって, 線形項に起因する解の挙動がコントロールできる
ことが分かる. したがって, 本結果も Cheskidov–Shvydkoy [3] の結果と同様に, 初期値問題
の適切性と解の正則性の問題が独立した問題であることを示唆した結果になると考えられる.

また, Cheskidov–Shvydkoy [3] では高周波のノルムの大きさに制限がかかっていたが, 本結
果ではノルムの大きさに制限はない.

2 準備
この節では, 本テクニカルレポートで用いる記号 , 関数空間及び補題について述べる.

ρ ∈ C∞
0 (R)を時間方向の軟化作用素とする. すなわち, 0 < s < t < T と 0 < δ < min{s, T−t}に

対し, ρ は, supp ρ ⊂ (−1, 1), ρ(τ) = ρ(−τ), ρ(τ) > 0, そして
∫
R
ρ(τ)dτ = 1 を満たすものとする.

ρδ(τ) = δ−1ρ(δ−1τ) をスケール変換とし, uδ(τ) を ρδ と u の合成積とする:

uδ(τ) = (ρδ ∗ u)(τ) :=
∫ t

s
ρδ(τ − µ)u(µ)dµ.

ϕ0 ∈ S を以下を満たす関数とする.

ϕ̂0 ≥ 0, supp ϕ̂0 ⊂ {ξ ∈ Rd|2−1 ≤ |ξ| ≤ 2},
∑
j∈Z

ϕ̂0(2
−jξ) = 1 for any ξ ∈ Rd.



このとき, Littlewood–Paley の 2進単位分解 {ϕj}j∈Z ⊂ S 及び Sjf を以下で定める;
ϕ̂j(ξ) := ϕ̂0(2

−jξ) for j ∈ Z,

Sjf :=

j−3∑
l=−∞

ϕl ∗ f.

定義 (Hardy 空間, BMO 空間). 1 ≤ p < ∞ とする. ϕ ∈ S は λ > 0 に対し, ϕλ := λ−dϕ(λ−1x)

が ‖ϕλ‖1 = 1 を満たすものとする. Hardy 空間 Hp は

‖f‖Hp :=

{
f ∈ Lp

loc

∣∣∣∣ sup
λ>0

‖ϕλ ∗ f‖p < ∞
}

で定められる関数空間である. また, BMO 空間を

BMO :=

{
f ∈ L1

loc/ ∼
∣∣∣∣‖f‖BMO := sup

x∈Rd,r>0

1

|Br(x)|

∫
Br(x)

|f(y)− fBr(x)|dy < ∞
}

で定義する. ここで, ∼ は定数関数を 0 と同一視する同値関係で, fBr(x) は中心 x 半径 r の球に
おける積分平均である.

定義 (斉次Triebel–Lizorkin 空間). 1 ≤ p ≤ ∞, 1 ≤ q < ∞, s ∈ R とする. 斉次 Triebel–Lizorkin

空間 Ḟ s
p,q を以下で定める.

Ḟ s
p,q := {f ∈ S ′/P

∣∣‖f‖Ḟ s
p,q

< ∞},

‖f‖Ḟ s
p,q

:=



∥∥∥∥∥∥
{∑

j∈Z
(2sj |(ϕj ∗ f)(x)|)q

} 1
q

∥∥∥∥∥∥
p

if p < ∞,

sup
j∈Z,
x∈Rd

 1

|B2−j (x)|

∫
B

2−j (x)

∑
k≥j

(2sk|(ϕk ∗ f)(y)|)qdy


1
q

if p = ∞.

ここで, S ′ は緩増加超関数全体の集合, P は多項式全体の集合とする.

注意.

(1) 1 < p < ∞ に対し, Lp と Hp と Ḟ 0
p,2 は同型な空間になっていることが知られている. また,

H1 と Ḟ 0
1,2 は同型な空間であり, BMO と Ḟ 0

∞,2 は同型な空間であることが知られている.

(2) 1 ≤ p < ∞と Hölder共役指数 p′ に対して, (Ḟ 0
p,2)

′ ∼= Ḟ 0
p′,2 が成り立つ. また, (H1)′ ∼= BMO

であることが知られている.

補題 2.1 ([1]). T < ∞, d ≤ 4, k ∈ N とする. u, v, w ∈ L∞(0, T ;L2
σ) ∩ L2(0, T ; Ḣ1

σ) であり,

w は (1.1) を満たすものとする. このとき, ほとんど至る所の t ∈ (0, T ) と 0 ≤ s ≤ t に対し, 以
下が成り立つ; ∫ t

s
τk〈(u · ∇)v, w〉dτ = −

∫ t

s
τk〈(u · ∇)w, v〉dτ.

命題 2.2 ([1]). s, s0 ≥ 1 とする. このとき, C = C(d) > 0 が存在して, 任意の f ∈ Ḟ−s
∞,2 ∩ Ḣs0 ,

g ∈ Ḣs ∩ Ḟ−s0
∞,2 と h ∈ L2 に対し, 以下が成り立つ;∣∣∣∣ ∫

Rd

fgh dx

∣∣∣∣ ≤ C(‖f‖Ḟ−s
∞,2

‖g‖Ḣs‖h‖2 + ‖f‖Ḣs0‖g‖Ḟ−s0
∞,2

‖h‖2).



特に, 任意の u, v ∈ Ḟ−s
∞,2 ∩ Ḣs+1 と w ∈ L2 に対し, 以下が成り立つ;

|〈(u · ∇)v, w 〉| ≤ C(‖u‖Ḟ−s
∞,2

‖∇v‖Ḣs‖w‖2 + ‖u‖Ḣs+1‖∇v‖
Ḟ

−(s+1)
∞,2

‖w‖2).

命題 2.3 ([1]). 0 < T < ∞, u0 ∈ L2
σ とする. u が (N-S) の (0, T ) 上の超関数解で, (1.1) を満た

すものとする. このとき, 任意の k ∈ N とほとんど至る所の t ∈ (0, T ) と 0 ≤ s ≤ t に対し, 次の
時間重み付きのエネルギー等式が成り立つ;

tk‖u(t)‖22 + 2

∫ t

s
τk‖∇u‖22dτ = sk‖u(s)‖22 + k

∫ t

s
τk−1‖u‖22dτ.

3 定理 1.1 の証明
証明. 本証明は帰納法で示す. 定理 1.1 の仮定を満たすような超関数解 u をとる. w

(k)
h を u の空

間方向に関する k 階差分

w
(1)
h (t, x) = u(t, x+ h)− u(t, x), h ∈ Rd \ {0},

w
(k)
h =

(
w

(k−1)
h

)(1)
h

, k = 2, 3, 4, · · ·

とする. まず, 空間方向の差分に関する時間重み付きのエネルギー等式

t‖w(1)
h (t)‖22 + 2

∫ t

0
τ‖∇w

(1)
h ‖22dτ =

∫ t

0
‖w(1)

h ‖22dτ +

∫ t

0
τ〈(w(1)

h · ∇)w
(1)
h , u〉dτ (3.1)

を示す. 命題 2.3 より,

t‖u(t, x)‖22 + 2

∫ t

0
τ‖∇u(τ, x)‖22dτ =

∫ t

0
‖u(τ, x)‖22dτ

が成り立つ. したがって, x を x+ h に取り替えることで,

t‖u(t, x+ h)‖22 + 2

∫ t

0
τ‖∇u(τ, x+ h)‖22dτ =

∫ t

0
‖u(τ, x+ h)‖22dτ

を得る. 次に, u(t, x) に対しては τ
1
2 (τ

1
2u(τ, x+ h))δ を, u(t, x+ h) に対しては τ

1
2 (τ

1
2u(τ, x))δ を

それぞれテスト関数として取り, δ について極限を取ることで, 次の差に関するエネルギー等式

t〈u(t, x), u(t, x+ h)〉+ 2

∫ t

0
τ〈∇u(τ, x),∇u(τ, x+ h)〉dτ

=

∫ t

0
〈u(τ, x), u(τ, x+ h)〉dτ −

∫ t

0
τ〈(w(1)

h (τ, x) · ∇)w
(1)
h (τ, x+ h), u(τ, x)〉}dτ

が得られる. ここで, 非線形項 τ〈(w(1)
h (τ, x) · ∇)w

(1)
h (τ, x+ h), u(τ, x)〉 については

〈(u(τ, x+ h) · ∇)u(τ, x+ h), u(τ, x)〉+ 〈(u(τ, x) · ∇)u(τ, x), u(τ, x+ h)〉
= 〈(u(τ, x+ h) · ∇)u(τ, x+ h), u(τ, x)〉 − 〈(u(τ, x) · ∇)u(τ, x+ h), u(τ, x)〉

= 〈(w(1)
h (τ, x) · ∇)u(τ, x+ h), u(τ, x)〉 = 〈(w(1)

h (τ, x) · ∇)w
(1)
h (τ, x), u(τ, x)〉

のように計算している. 最後にこれらを足し合わせることで, 空間方向の差分に関する時間重み付
きのエネルギー等式 (3.1) が得られる.



k = 1 のとき, (1.2) が成り立つことを示す. H1 と BMO の双対性, div-curl lemma, そして
(1.1)を用いることで, ある正定数 C0 によって非線形項 τ〈(w(1)

h (τ, x) ·∇)w
(1)
h (τ, x+h), u(τ, x)〉は∣∣∣∣ ∫ t

0
τ〈(w(1)

h · ∇)w
(1)
h , u〉dτ

∣∣∣∣ ≤ ∫ t

0
τ‖(w(1)

h · ∇)w
(1)
h ‖H1‖u‖BMOdτ

≤ C

∫ t

0
τ

1
2 ‖w(1)

h ‖2‖∇w
(1)
h ‖2dτ sup

0<t<T
t
1
2 ‖u‖BMO

≤ 1

2
C2
0

∫ t

0
‖w(1)

h ‖22dτ
(

sup
0<t<T

t
1
2 ‖u‖BMO

)2

+
1

2

∫ t

0
τ‖∇w

(1)
h ‖22dτ

と上から評価できる. これを空間方向の差分に関するエネルギー等式 (3.1) に代入することで,

t‖w(1)
h (t)‖22 +

∫ t

0
τ‖∇w

(1)
h ‖22dτ ≤

(
1 +

1

2
C2
0 sup
0<t<T

t‖u‖2BMO

)∫ t

0
‖w(1)

h ‖22dτ　 (3.2)

が分かる. ここで, 微分ノルムと差分ノルムについて

sup
h∈Rd\{0}

‖u(x+ h)− u(x)‖2
|h|

= ‖∇u‖2

が成り立つことに注意すれば, (3.2) の両辺を |h| で割ることで,

sup
0<t<T

(
t‖∇u‖22 +

∫ t

0
τ‖∇2u‖22dτ

)
≤
(
1 +

1

2
C2
0 sup
0<t<T

t‖u‖2BMO

)
‖u‖2

L2(0,T ;Ḣ1)
(3.3)

が得られる. 左辺の 1項目から k = 1 の場合の正則性の証明が従う.

続いて,帰納法を用いて任意の k ∈ Nに対して (1.2)が成り立つことを示す. k ≥ 2と h ∈ Rd\{0}
を任意に固定する. また, k − 1 以下の任意の自然数 m に対して u が

sup
0<t<T

tm‖∇mu(t)‖22 +
∫ t

0
τm‖∇m+1u‖22dτ ≤ A(m)

∫ t

0
τm−1‖∇mu‖22dτ (3.4)

を満たしていると仮定する. ここで, A(m) は
A(1) := 1 +

C2
0

2

(
sup

0<t<T
t
1
2 ‖u‖BMO

)2

,

A(m) := m+

{
C2
0

2
+

1

2
C2
1 (1 + C2)

2 {(1 + C2)
m − 1− Cm

2 }2
}(

sup
0<t<T

t
1
2 ‖u‖BMO

)2

　

で定められるものであり, C0 は (3.2), C1 は 命題 2.2 によってそれぞれ定まる正定数とする. ま
た, C2 は (3.8) で後述する, BMO 空間における微分ノルムと差分ノルムの同値性から現れる正
定数とする. u が (3.4) を満たしているとき, 自然数 k に対して

sup
0<t<T

tk‖∇ku(t)‖22 +
∫ t

0
τk‖∇k+1u‖22dτ ≤ A(k)

∫ t

0
τk−1‖∇ku‖22dτ (3.5)

を満たすことを示す. 最初に定めた u の k 階差分 w
(k)
h は

w
(k)
h (t, x) :=

k∑
l=0

(−1)l

(
k

l

)
u(t, x+ lh)



の形で書ける. k = 1 の場合と同様に計算することで w
(k)
h は次の時間重み付きのエネルギー等式

tk‖w(k)
h (t)‖22 + 2

∫ t

0
τk‖∇w

(k)
h ‖22dτ +

∫ t

0
τk〈(u(x+ kh) · ∇)w

(k)
h , w

(k)
h 〉dτ

=k

∫ t

0
τk−1‖w(k)

h ‖22dτ −
k−1∑
l=1

(
k

l

)∫ t

0
τk〈(w(k−l)

h (x+ lh) · ∇)w
(l)
h , w

(k)
h 〉dτ

−
∫ t

0
τk〈(w(k)

h · ∇)u,w
(k)
h 〉dτ

(3.6)

を満たす. 補題 2.1 より (3.6) の左辺 3項目は 0になる. (3.6) の右辺 2項目は, 命題 2.2 から(
k

l

)∣∣∣∣ ∫ t

0
τk〈(w(k−l)

h (x+ lh) · ∇)w
(l)
h , w

(k)
h 〉dτ

∣∣∣∣
≤C1

(
k

l

)∫ t

0
τ

1
2 ‖w(k−l)

h ‖
Ḟ

−(k−l)
∞,2

τk−
1
2 ‖∇w

(l)
h ‖Ḣk−l‖w(k)

h ‖2dτ

+C1

(
k

l

)∫ t

0
τk−

1
2 ‖w(k−l)

h ‖Ḣ(l+1)τ
1
2 ‖∇w

(l)
h ‖

Ḟ
−(l+1)
∞,2

‖w(k)
h ‖2dτ

(3.7)

と評価できる. 上式の両辺を |h|2k で割る. このとき, 微分ノルムを差分ノルムの同値性から

sup
h∈Rd\{0}

‖w(k−l)
h ‖

Ḟ
−(k−l)
∞,2

|h|k−l
≤ Ck−l

2 ‖u‖BMO, (3.8)

sup
h∈Rd\{0}

‖∇w
(l)
h ‖Ḣk−l

|h|l
≤ ‖∇u‖Ḣk ,

sup
h∈Rd\{0}

‖w(k)
h ‖2
|h|k

, sup
h∈Rd\{0}

‖w(l)
h ‖Ḣk−l

|h|l
≤ ‖u‖Ḣk

となることに注意すれば, (3.7) の右辺 1項目から(
k

l

)∣∣∣∣ C1

|h|2k

∫ t

0
τ

1
2 ‖w(k−l)

h ‖
Ḟ

−(k−l)
∞,2

τk−
1
2 ‖∇w

(l)
h ‖Ḣk−l‖w(k)

h ‖2dτ
∣∣∣∣

≤C1C
k−l
2

(
k

l

)
sup

0<t<T
t
1
2 ‖u‖BMO

(∫ t

0
τk−1‖u‖2

Ḣkdτ

) 1
2
(∫ t

0
τk‖∇u‖2

Ḣkdτ

) 1
2

が得られる. また,

sup
h∈Rd\{0}

‖∇w
(l)
h ‖

Ḟ
−(l+1)
∞,2

|h|l+1
≤ C l+1

2 ‖u‖BMO,

sup
h∈Rd\{0}

‖w(k−l)
h ‖Ḣl+1

|h|k−l
≤ ‖u‖Ḣk+1 ,

sup
h∈Rd\{0}

‖w(k)
h ‖2
|h|k

, sup
h∈Rd\{0}

‖w(k−l)
h ‖Ḣl

|h|k−l
≤ ‖u‖Ḣk



となることから, (3.7) の右辺 2項目は, (3.7) の右辺 1項目のときと同様にして(
k

l

)∣∣∣∣ C1

|h|2k

∫ t

0
τk−

1
2 ‖w(k−l)

h ‖Ḣ(l+1)τ
1
2 ‖∇w

(l)
h ‖

Ḟ
−(l+1)
∞,2

‖w(k)
h ‖2dτ

∣∣∣∣
≤C1C

l+1
2

(
k

l

)
sup

0<t<T
t
1
2 ‖u‖BMO

(∫ t

0
τk−1‖u‖2

Ḣkdτ

) 1
2
(∫ t

0
τk‖∇u‖Ḣkdτ

) 1
2

と評価できることが分かる. 以上より, (3.6) の右辺 2項目は
k−1∑
l=1

(
k

l

)∣∣∣∣ 1

|h|2k

∫ t

0
τk〈(w(k−l)

h (x+ lh) · ∇)w
(l)
h , w

(k)
h 〉dτ

∣∣∣∣
≤C1

{
k−1∑
l=1

(
Ck−l
2 + C l+1

2

)(k
l

)}
sup

0<t<T
t
1
2 ‖u‖BMO

(∫ t

0
τk−1‖u‖2

Ḣkdτ

) 1
2
(∫ t

0
τk‖∇u‖Ḣkdτ

) 1
2

のように上から評価できる. さらに, 2項定理より
k−1∑
l=1

(
Ck−l
2 + C l+1

2

)(k
l

)
= (1 + C2)

(
(1 + C2)

k − 1− Ck
2

)
であるから, これとヤングの不等式を用いることで, 最終的に (3.6) の右辺 2項目は上から

k−1∑
l=1

(
k

l

)∣∣∣∣ 1

|h|2k

∫ t

0
τk〈(w(k−l)

h (x+ lh) · ∇)w
(l)
h , w

(k)
h 〉dτ

∣∣∣∣
≤1

2
C2
1 (1 + C2)

2
{
(1 + C2)

k − 1− Ck
2

}2
(

sup
0<t<T

t
1
2 ‖u‖BMO

)2 ∫ t

0
τk−1‖u‖2

Ḣkdτ

+
1

2

∫ t

0
τk‖∇u‖2

Ḣkdτ

のように評価できる. (3.6) の右辺 3項目についても, 右辺 2項目と同様に∣∣∣∣− 1

|h|2k

∫ t

0
τk〈(w(k)

h · ∇)u,w
(k)
h 〉dτ

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣ 1

|h|2k

∫ t

0
τk〈(w(k)

h · ∇)w
(k)
h , u〉dτ

∣∣∣∣
≤ C2

0

2

(
sup

0<t<T
t
1
2 ‖u‖BMO

)2 ∫ t

0
τk−1‖u‖2

Ḣkdτ +
1

2

∫ t

0
τk‖∇u‖2

Ḣkdτ

の形で上から評価できる. したがって, (3.6) の両辺を |h|2k で割り, 非線形項に関する上の評価を
適用することで, h ∈ Rd\{0} に対して,

tk
‖w(k)

h (t)‖22
|h|2k

+ 2

∫ t

0
τk

‖∇w
(k)
h ‖22

|h|2k
dτ ≤ A(k)

∫ t

0
τk−1‖∇ku‖22dτ +

∫ t

0
τk‖∇k+1u‖22dτ

が成り立つことが分かる. あとは, 微分ノルムと差分ノルムの同値性を用いることで, (3.5)

tk‖∇ku(t)‖22 +
∫ t

0
τk‖∇k+1u‖22dτ ≤ A(k)

∫ t

0
τk−1‖∇ku‖22dτ

が得られる. 最後に, (3.5) の右辺が有界であることを示す. (3.4) の仮定より∫ t

0
τm‖∇m+1u‖22dτ ≤ A(m)

∫ t

0
τm−1‖∇mu‖22dτ for m = 1, 2, · · · , k − 1



が成り立つから, (3.5) と合わせることで,∫ t

0
τk−1‖∇ku‖22dτ ≤

(
k−1∏
m=1

A(m)

)∫ t

0
‖u‖2

Ḣ1dτ

である. 超関数解の定義より u ∈ L2(0, T ; Ḣ1) であったから, 任意の k ∈ N に対して,

sup
0<t<T

t
k
2 ‖∇ku‖2 < ∞

が分かる.
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