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1 導入

Nr (r ∈ N)の元を指数と呼ぶことにする。ここで指数 k := (k1, . . . , kr) ∈ Nr で kr > 1を満たすもの

を取る。多重ゼータ値とは次で定義される実数値である:

ζ(k) := ζ(k1, . . . , kr) :=
∑

0<m1<···<mr

1

mk1
1 · · ·mkr

r

ここで k := k1 + · · · + kr を kの重さと言い wtkもしくは |k|と書き、r を k の深さと言い dpkと書

く。多重ゼータ値の重さ、深さと言ったりもする。r = 1のときは Riemannのゼータ関数の正の整数点

での特殊値になることに注意する。多重ゼータ値の起源は古く Eulerにより関係式

k−1∑
i=2

ζ(i, k − i) = ζ(k)

が得られている。これは和公式と呼ばれる関係式 (c.f. [G])∑
k1+···+kr=k

kr≥2

ζ(k1, . . . , kr) = ζ(k).

の特別なケースである。現在では多重ゼータ値の研究は数論の域にはとどまらず例えば場の理論やファ

インマンダイアグラム、結び目理論 (c.f. [B1], [B2], [LM] など)、と結びついており他にもモチーフ論

(c.f. [T])とも関連性が深い。

多重ゼータ値の反復積分表示を紹介する。そのために多重ポリログを定義する。

DefinitionDefinitionDefinition 1.1. k := (k1, . . . , kr) ∈ Zr とする。このとき複素関数, 多重ポリログ Lik(z) :=

Li(k; z) := Li(k)を次で定める：

Lik(z) :=
∑

0<m1<···<mr

zmr

mk1
1 · · ·mkr

r

.

Lik(z)は z = 0を中心とする半径 1の開円板上で絶対かつ広義一様に収束する。

RemarkRemarkRemark 1.2. kr > 1のとき多重ポリログ Lik(z)は z = 0を中心とする半径 1の閉円板で収束するため

lim
z→1

Lik(z) = ζ(k)が成り立つ。



多重ポリログ Lik(z)は 0 < z < 1のとき以下の反復積分表示と言われる表示を持つ:

Lik(z) =

∫
0<t1<···<tk<z

dt1
1− t1

dt2
t2

· · · dtkr

tkr︸ ︷︷ ︸
kr−1 個

dtkr+1

1− tkr+1
· · · dtk−k1+1

1− tk−k1+1

dtk−k1+2

tk−k1+2
· · · dtk

tk︸ ︷︷ ︸
k1−1 個

.

但し k := wtkとする。特に kr > 1ならば z → 1を取ることで次が得られる:

ζ(k) =

∫
0<t1<···<tk<1

dt1
1− t1

dt2
t2

· · · dtkr

tkr︸ ︷︷ ︸
kr−1 個

dtkr+1

1− tkr+1
· · · dtk−k1+1

1− tk−k1+1

dtk−k1+2

tk−k1+2
· · · dtk

tk︸ ︷︷ ︸
k1−1 個

.

例えば指数として 2を取ると

ζ(2) =

∫
0<t1<t2<1

dt1
1− t1

dt2
t2

が得られる。

DefinitionDefinitionDefinition 1.3. 各整数 k ≥ 0に対して Q-線形空間 Zk ⊂ Rを Z0 := Q,

Zk :=
∑

k1+···+kr=k
r≥1,ki≥1,kr≥2

Q · ζ(k1, . . . , kr), (k ≥ 1)

により定める。また

Z :=

∞∑
k=0

Zk

と定める。

Z 上の全ての線形関係式は正規化複シャッフル関係式と呼ばれる関係式から導かれると予想されてい
る。また Z は Zk の直和で表されると予想されている。即ち Z 上の異なる重さの非自明な線形関係式は
存在しないと予想されている。

さて、多重調和和と呼ばれる多重ゼータ値の部分和

HM (k1, . . . , kr) :=
∑

M>mr>···>m1≥1

1

mk1
1 · · ·mkr

r

(M, r ∈ N, M > r, (k1, . . . , kr) ∈ Nr)

は 2000年代に Hoffmann氏や Zhao氏らによって特にM = p : 素数の場合について研究されていた。

これを基に Kaneko, Zagier氏の両氏は

A =

 ∏
p:prime

Z/pZ

 /  ⊕
p:prime

Z/pZ


なる Q-代数で値を取る有限多重ゼータ値を次で定義した。

DefinitionDefinitionDefinition 1.4. (k1, . . . , kr) ∈ Nd とする。 有限多重ゼータ値とは

ζA(k1, . . . , kr) :=

 ∑
p>mr>···>m1≥1

1

nk1
1 · · ·nkr

r


p

によって定まる Aの元である。



DefinitionDefinitionDefinition 1.5. 各整数 k ≥ 0に対して Q-線形空間 ZA,k ⊂ Aを ZA,0 := Q,

ZA,k :=
∑

k1+···+kr=k
r≥1,ki≥1

Q · ζA(k1, . . . , kr) (k ≥ 1)

により定める。また

ZA :=

∞∑
k=0

ZA,k

と定める。

Z と同様に ZA は ZA,k の直和で表されると予想されている。

多重ゼータ値と有限多重ゼータ値は形こそ似ているものの果たして有限多重ゼータ値が多重ゼータ

値の有限類似になっているか見えてこない。それを敷衍しているのが次に紹介する金子-Zagier 予想で

ある。

ConjectureConjectureConjecture 1.6 ([Kan], 主予想). 次の Q-代数同型が存在する:

Z/ζ(2)Z ∼= ZA.

実際多くの多重ゼータ値の関係式や空間の構造の有限類似が見つかっており実際 [SW] では 1 ≤ i ≤
n ≤ k − 1なる k, n, i ∈ Zに対して

Ik,n,i = {(k1, ..., kn) ∈ Zn
≥1 | k1 + · · ·+ kn = k, ki ≥ 2.}

と定めたとき ∑
(k1,...,kn)∈Ik,n,i

ζA(k1, . . . , kn) = (−1)n−i

((
k − 1

n− i

)
+ (−1)n

(
k − 1

i− 1

))
βk.

が成り立つことを示している。但し βk :=
(

Bp−k

k

)
p>k

∈ Aであり Bn はベルヌーイ数と呼ばれる有理

数で (形式的な)べき級数展開
t

et − 1
=

∞∑
n=0

Bn

n
tn

により定まる。これは先で紹介した和公式の有限類似である。

多重ゼータ値のパラメータ付き重み付き和公式は [EW], [OEL]の着想をもとに門田氏 [Kad]によって

考えられた。鎌野氏 [Kam]によってパラメータ付き重み付き和公式の有限類似が次によって与えられて

いる。

TheoremTheoremTheorem 1.7 ([Kam], main theorem). q1, q2 ∈ Nを取る。また λ1, λ2, ξ1, ξ2 を変数とする。このと
きAにおいて以下が成り立つ:∑
i1,i2,j1,j2≥0
i1+i2=q1
j1+j2=q2

(
(−1)i2+j2λi1

1 λi2
2 ξj11 ξj22 + (λi1

1 ξj11 + λi1
2 ξj12 )(λ1 + λ2)

i2(ξ1 + ξ2)
j2
)
×

∑
k1∈Si1,j1
k2∈Si2,j2

ζA(k1,k2) = (0)p

ここで i, j ∈ Z≥0 に対して Si,j := {k ∈ Ni+1 | |k| = i+ j + 1}とする。

Theorem 1.7 を特殊化することで次の二つの系を得る。



CorollaryCorollaryCorollary 1.8 ([Kam], Corollary 2.3). 二つの非負整数 q1 ≥ 0, q2 ≥ 0に対して以下が成り立つ：∑
k∈Sq1+1,q2

w(k) ζA(k) = (−1)r−1 ζA(1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
q1

, q2 + 1).

ここで k := (k1, . . . , kn) ∈ Nn に対して

w(k) :=

{
0 (k1 > 1)
m (k1 = · · · = km = 1, km+1 > 1)

と定める。

CorollaryCorollaryCorollary 1.9 ([Kam], Corollary 2.5). 非負整数 q1 及び正の偶数 q2 に対して∑
k∈Sq1+1,q2

2w(k) ζA(k) = (0)p

が成り立つ。

さて、有限多重ゼータ値を更に交代化した有限交代多重ゼータ値を紹介する。N := {n | n ∈ N}と定
め D := N ∪ Nと定義する。D上の符号 sgnを

sgn(α) :=

{
1 α ∈ N
−1 α ∈ N

とする。ここで α ∈ Nに対して α := αとしたとき D上の絶対値を

|α| :=
{

α (α ∈ N)
α (α ∈ N)

により定める。このとき m ∈ Z, α ∈ Dに対して mα := m|α| と定義する。有限交代多重ゼータ値とは

次で定義される。

DefinitionDefinitionDefinition 1.10. α := (α1, . . . , αr) ∈ Dd とする。 有限交代多重ゼータ値とは

ζA(α) :=

 ∑
p>mr>···>m1≥1

sgn(α1)
n1 · · · sgn(αr)

nr

nα1
1 · · ·nαr

r


p

によって定まる Aの元である。

RemarkRemarkRemark 1.11. α := (α1, . . . , αr) ∈ Nr のとき有限多重ゼータ値になる。

今回の結果は Theorem 1.7の結果の交代化にあたるのが次の定理である。

TheoremTheoremTheorem 1.12. q1, q2, q3 ∈ Nを取り, λi, ξi, µi (i = 1, 2)を独立変数とする。このとき Aにおいて次
が成り立つ: ∑

i1+i2=q1
j1+j2=q2
k1+k2=q3

(−1)i2+j2+k2λi1
1 λi2

2 ξj11 ξj22 µk1
1 µk2

2 ×
∑

α∈Si1,j1,k1
β∈Si2,j2,k2

sgn(β) ζA(α,β)

+
∑

i1+i2=q1
j1+j2=q2
k1+k2=q3

(λi1
1 ξj11 µk1

1 + λi1
2 ξj12 µk1

2 )(λ1 + λ2)
i2(ξ1 + ξ2)

j2(µ1 + µ2)
k2

×
∑

α∈Si1,j1,k1
β∈Si2,j2,k2

ζA(α,β) = (0)p.



ここで i, j, k ∈ Z≥0 に対して Si,j,k := {α ∈ Di+j+1 | |α| = i+ j + k + 1}とする。

Theorem 1.7 と同様に Theorem 1.12を特殊化することで次の二つの系を得る。

CorollaryCorollaryCorollary 1.13. q1, q2, q3 ∈ Nを取る。このとき次を得る。∑
α∈Sq1+1,q2,q3

wa(α) ζA(α) =(−1)q3−1
∑

1∈Sq1,q2,0

ζA(1, q3 + 1)

−
∑

k1+k2=q3

∑
β∈Sq1,q2,k2

ζA(k1 + 1,β) + ζA(k1 + 1,β)

が成り立つ。ここで α := (α1, . . . , αn) ∈ Dn に対して

wa(α) :=

{
0 (|α1| ̸= 1)
m (|α1| = · · · = |αm| = 1, |αm+1| > 1)

と定義する。

Proof. Theorem 1.12に (λ1, λ2, ξ1, ξ2, µ1, µ2) = (1, 0, 1, 0, 0, 1)を代入すれば良い。

CorollaryCorollaryCorollary 1.14. q1, q2 ∈ N, q3 を正の偶数とする。このとき∑
α∈Sq1+1,q2,q3

Ja(α) ζA(α) =
∑

i1+i2=q1
j1+j2=q2
k1+k2=q3

(−1)i2+j2−1
∑

α∈Si1,j1,k1
β∈Si2,j2,k2

sgn(β) ζA(α,β)

が成り立つ。ここで α := (α1, . . . , αn) ∈ Dn に対して

Ja(α) :=

{
1 + 2 + · · ·+ 2wa(α)−1 (wa(α) ≥ 1)

0 (wa(α) = 0)

と定義する。

Proof. Theorem 1.12に (λ1, λ2, ξ1, ξ2, µ1, µ2) = (1, 1, 1, 1,−1, 1)を代入すれば良い。

次節以降で Theorem 1.12の証明とその準備を行う。

2 証明の準備

有限交代多重ゼータ値を考えるために交代多重ポリログを次で定義する。

DefinitionDefinitionDefinition 2.1. α = (α1, . . . , αr) ∈ Dr とする。このとき複素関数

Liα(z) = Li(α, z) := Li(α) :=
∑

nr>···>n1≥1

sgn(α1)
n1 · · · sgn(αr)

nr

nα1
1 · · ·nαr

r
znr

を定める。これを交代多重ポリログと言う。Liα は |z| < 1なる複素領域で定義される 複素関数である。

RemarkRemarkRemark 2.2. α = (α1, . . . , αr) ∈ Dr として ιi := sgn(αi), ηi :=
∏i

j=1 ιj とする。0 < z < 1のとき

交代多重ポリログは以下の反復積分表示を持つ:

Li(α; z) =

∫
0<t1<···<tα<z

dt1
ηd − t1

dt2
t2

· · · dtαr

tαr︸ ︷︷ ︸
|αr|−1 個

dtαr+1

1− tαr+1
· · · dtα−α1+1

η1 − tα−α1+1

dtα−α1+2

tα−α1+2
· · · dtα

tα︸ ︷︷ ︸
|α1|−1 個

但し α := wtαとした。



ここで作用素 Lp : Q[[z]] → Qを

Lp

( ∞∑
k=0

akz
n

)
=

p−1∑
k=0

ak

と定める。任意の指数 α ∈ Dd に対して Li(α; z)を Q[[z]]の元として見ると

(Lp(Li(α; z)))p = ζA(α) ∈ A

となる。

DefinitionDefinitionDefinition 2.3. t1, t2 ∈ (0, 1)に対して

L1(t1, t2) :=

∫ t2

t1

dt

1− t
= log

1− t1
1− t2

L0(t1, t2) :=

∫ t2

t1

dt

t
= log

t2
t1

L−1(t1, t2) :=

∫ t2

t1

−dt

1 + t
= log

(
1 + t1
1 + t2

)
と定める。

証明には以下の補題を用いる

LemmaLemmaLemma 2.4. s ∈ N, il, jl, kl ∈ N (1 ≤ l ≤ s), 0 < z < 1を取る。このとき

1

i1! · · · is!j1 · · · js!k1! · · · ks!
∑

ηl∈{±1}
1≤l≤s

∫
0<t1<···<ts<z

Li1
1 (t1, t2) · · ·Lis

1 (ts, z)

Lj1
−1(t1, t2) · · ·L

js
−1(ts, z)L

k1
0 (t1, t2) · · ·Lks

0 (ts, z)
dt1

η1 − t1
· · · dts

ηs − ts

=
∑

(α1,...,αs)∈S

Li(α1, . . . ,αs; z)

が成り立つ。ここで S :=
∏

1≤l≤s

Sil,jl,kl
とする。

LemmaLemmaLemma 2.5. s, t ∈ Nとして指数 α := (α1, . . . , αs) ∈ Ds, β := (β1, . . . , βt) ∈ Dt を取る。このとき

(Lp(Li(α) Li(β)))p = sgn(β)(−1)wtβ ζA(α1, . . . , αs, βt, . . . , β1)

が成り立つ。

3 主結果の証明

0 < z < 1に対して

N(z) =
1

q1!q2!q3!

∑
η1,η2∈{±1}

∫
0<s<z
0<t<z

(λ1L1(s, z) + λ2L1(t, z))
q1(ξ1L−1(s, z) + ξ2L−1(t, z))

q2

(µ1L0(s, z) + µ2L0(t, z))
q3

ds

η1 − s

dt

η2 − t



と定める。このとき二項展開より

N(z) =
∑

η1,η2∈{±1}

∑
i1+i2=q1
j1+j2=q2
k1+k2=q3

1

i1!i2!

1

j1!j2!

1

k1!k2!

×
∫
0<s<z

λi1
1 ξj11 µk1

1 L1(s, z)
i1L−1(s, z)

j1L0(s, z)
k1

ds

η1 − s

×
∫
0<t<z

λi2
2 ξj22 µk2

2 L1(t, z)
i2L−1(t, z)

j2L0(t, z)
k2

dt

η2 − t

=
∑

i1+i2=q1
j1+j2=q2
k1+k2=q3

λi1
1 λi2

2 ξj11 ξj22 µk1
1 µk2

2

×
(

1

i1!j1!k1!

∫
0<s<z

λi1
1 ξj11 µk1

1 L1(s, z)
i1L−1(s, z)

j1L0(s, z)
k1

(
ds

1− s
+

−ds

1 + s

))
×
(

1

i2!j2!k2!

∫
0<t<z

λi2
2 ξj22 µk2

2 L1(t, z)
i2L−1(t, z)

j2L0(t, z)
k2

(
dt

1− t
+

−dt

1 + t

))
.

Lemma 2.4の s = 1の場合より

=
∑

i1+i2=q1
j1+j2=q2
k1+k2=q3

λi1
1 λi2

2 ξj11 ξj22 µk1
1 µk2

2

 ∑
α∈Si1,j1,k1

Li(α; z)

 ∑
β∈Si2,j2,k2

Li(β; z)


=

∑
i1+i2=q1
j1+j2=q2
k1+k2=q3

λi1
1 λi2

2 ξj11 ξj22 µk1
1 µk2

2

∑
α∈Si1,j1,k1
β∈Si2,j2,k2

Li(α; z) Li(β; z)

上の式より N(z) ∈ Q[[z]][λ1, λ2, ξ1, ξ2, µ1, µ2] とみなせるので Lp を任意の素数 p で作用させれば

Lemma 2.5より

(Lp (N(z)))p =
∑

i1+i2+i3=q1
j1+j2+j3=q2
k1+k2+k3=q3

λi1
1 λi2

2 ξj11 ξj22 µk1
1 µk2

2

∑
α∈Si1,j1,k1
β∈Si2,j2,k2

(Lp (Li(α; z) Li(β; z)))p

=
∑

i1+i2+i3=q1
j1+j2+j3=q2
k1+k2+k3=q3

(−1)i2+j2+k2+1λi1
1 λi2

2 ξj11 ξj22 µk1
1 µk2

2

∑
α∈Si1,j1,k1
β∈Si2,j2,k2

sgn(β) ζA(α,β)

となる。他方 N(z)式内の積分範囲を T とすると T は合併
3⊔

j=1

Tj で表される。ここで

T1 := {(s, t) ∈ R2 | 0 < s < t < z}
T2 := {(s, t) ∈ R2 | 0 < t < s < z}
T3 := {(s, t) ∈ R2 | 0 < s = t < z}

である。いまNj(z)をN(z)の式内の積分範囲を Tj に取り換えたものとする。(1 ≤ j ≤ 3) このとき T3

は測度 0より N3(z) = 0が成り立つことに注意する。

便宜のためここでは N1(z)のみを計算する。

λ1L1(s, z) + λ2L1(t, z) = λ1L1(s, t) + (λ1 + λ2)L1(t, z)



が成り立つことに注意すると (L1, L−1 も同様) 二項展開より

N1(z) =
1

q1!q2!q3!

∑
η1,η2∈{±1}

∫
0<s<t<z

(λ1L1(s, z) + λ2L1(t, z))
q1(ξ1L−1(s, z) + ξ2L−1(t, z))

q2

(µ1L0(s, z) + µ2L0(t, z))
q3

ds

η1 − s

dt

η2 − t

=
1

q1!q2!q3!

∑
η1,η2∈{±1}

∫
0<s<t<z

(λ1L1(s, t) + (λ1 + λ2)L1(t, z))
q1

(ξ1L−1(s, t) + (ξ1 + ξ2)L−1(t, z))
q2(µ1L0(s, t) + (µ1 + µ2)L0(t, z))

q3
ds

η1 − s

dt

η2 − t

=
∑

η1,η2∈{±1}

∑
i1+i2=q1
j1+j2=q2
k1+k2=q3

λi1
1 (λ1 + λ2)

i2ξj11 (ξ1 + ξ2)
j2µk1

1 (µ1 + µ2)
k2

i1!i2!j1!j2!k1!k2!

∫
0<s<t<z

L1(s, t)
i1L1(t, z)

i2L−1(s, t)
j1L−1(t, z)

j2L0(s, t)
k1L0(t, z)

k2
ds

η1 − s

dt

η2 − t

Lemma 2.4の s = 2の場合より

=λi1
1 (λ1 + λ2)

i2ξj11 (ξ1 + ξ2)
j2µk1

1 (µ1 + µ2)
k2

∑
α∈Si1,j1,k1
β∈Si2,j2,k2

Li(α,β)

を得る。上の式より N1(z) ∈ Q[[z]][λ1, λ2, ξ1, ξ2, µ1, µ2]とみなせるので Lp を任意の素数 pで作用させ

ると

(Lp N1(z))p =
∑

i1+i2=q1
j1+j2=q2
k1+k2=q3

λi1
1 (λ1 + λ2)

i2ξj11 (ξ1 + ξ2)
j2µk1

1 (µ1 + µ2)
k2

∑
α∈Si1,j1,k1
β∈Si2,j2,k2

ζA(α,β) (1)

となる。同様に (Lp N2(z))p は

(Lp N2(z))p =
∑

i1+i2=q1
j1+j2=q2
k1+k2=q3

λi1
2 (λ1 + λ2)

i2ξj12 (ξ1 + ξ2)
j2µk1

2 (µ1 + µ2)
k2 ×

∑
α∈Si1,j1,k1
β∈Si2,j2,k2

ζA(α,β) (2)

と計算できるため (1)と (2)より Theorem 1.12の式の右辺を得る。

□
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