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1 導入
1.1 目的
本稿の目的は, 楕円型方程式の境界値問題の粘性劣解に対する Phragmén-Lindelöf の定理を証明
することである. Phragmén-Lindelöfの定理とは, 非有界領域上の偏微分方程式の解に対して増大度
条件を課した場合の最大値原理の一種である.

楕円型方程式
F (x, t,Du,D2u) = 0 in Ω× (0, T ) (1.1)

を考える. ただし, Ω ⊂ Rn はその境界が滑らかな領域, T > 0は定数とし, u : Ω× (0, T ) → Rを未
知関数, Du =

(
∂u
∂x1

, . . . , ∂u
∂xn

)
, D2u =

(
∂2u

∂xi∂xj

)
i,j
とする. また, F ∈ C(Ω× (0, T )×Rn × Sn)の

細かい条件は後述するが, 一様楕円型とは限らないものとする. Sn は n次実対称行列全体の集合と
する.

境界条件は次のものを考える.

∂tu+B(x,Du) = 0 on ∂Ω× (0, T ) (1.2)

なお, ∂tu = ∂u
∂t , B ∈ C1(∂Ω× Rn)とし, こちらも細かい条件は後述する. (1.2)のように, 空間変数

に関する項に時間微分項を付け加えた境界条件を動的境界条件と呼ぶ. 動的境界条件は化学工学や流
体力学等の分野で様々な拡散現象を記述する際に現れることが知られている.

F , B にはそれぞれ以下の条件を仮定する.

■F への仮定 本稿では以下の (F1)-(F3)を常に仮定する.

(F1) (x, t, p) ∈ Ω× (0, T )× Rn と N ≤ M であるM , N ∈ Sn に対して
F (x, t, p,M) ≤ F (x, t, p,N).

(F2) Λ > 0 と b ∈ C(Ω) は非負値関数, ν : Ω → Rn は連続で ν ̸= 0, かつ ∂Ω 上では ∂Ω

の外向き単位法線ベクトル場と一致するベクトル場が存在して, 以下を満たす: 任意の
(x, t, p,M) ∈ Ω× (0, T )× Rn × Sn に対して (1.3)が成り立つ.

−ΛTr(ν ⊗ ν)M − b(x)|(I − ν ⊗ ν)p| ≤ F (x, t, p,M). (1.3)



(F3) (x, t) ∈ Ω× (0, T )に対して, F (x, t, 0, O) = 0.

(F1)は退化楕円性と呼ばれる条件である. なお, N , M ∈ Sn に対し N ≤ M (resp., N < M)とは,

任意の ξ ∈ Rn \{0}に対して ⟨(N −M)ξ, ξ⟩ ≤ 0 (resp.,⟨(N −M)ξ, ξ⟩ < 0)であることとする. ⟨·, ·⟩
は Rn 上の標準内積とし, | · |は内積によって定まるノルムとする. また, I ∈ Sn は単位行列とする.

■B への仮定

(B1) 任意の x ∈ Ω, λ ≥ 0, p ∈ Rn に対して, B(x, λp) = λB(x, p).

(B2) ある θ > 0が存在して, 任意の x ∈ ∂Ωと p ∈ Rn に対して ⟨ν(x), DpB(x, p)⟩ ≥ θ.

この仮定は [4]に倣ったものである. 通常の境界条件 B(x,Du) = 0は非線形な Neumann境界条
件であり, 例えばNeumann条件 (B(x, p) = ⟨ν, p⟩), Capillary境界条件 (B(x, p) = ⟨ν, p⟩−a(x)|p|),
a(x) ∈ [0, 1]が典型的である.

以上を踏まえ, 次の定理 1が主結果である.

定理 1 (Phragmén-Lindelöf). (1.1), (1.2) の粘性劣解 u ∈ C(Ω × (0, T )) が次の条件を満たすと
する.

1. 任意の R > 0に対して, lim sup
t→+0

sup
|x|≤R,x∈Ω

u(x, t) ≤ 0.

2. (1.4) を満たす正値関数 g ∈ C2(Ω × (0, T )) が存在して, lim inf
R→∞

sup
∂BR×(0,T )

u+

g
≤ 0. ここで,

BR := {x ∈ Ω | |x| < R}とし,{
−ΛTr(ν ⊗ ν)D2g − b(x)|(I − ν ⊗ ν)Dg| ≥ 0 in Ω× (0, T ),

∂tg +B(x,Dg) ≥ 0 on ∂Ω× (0, T ).
(1.4)

このとき, sup
Ω×(0,T )

u ≤ 0.

この証明は次のような手順で行われる. まず, v(x, t) = u+(x,t)
g(x,t) と変換する. 1, 2と最大値原理を使

うと, v(x∗, t∗)が極大値となるような (x∗, t∗) ∈ ∂Ω× (0, T )が存在することがわかる. v(x∗, t∗) > 0

であると仮定すると, (x∗, t∗)で v − φが極大値をとりながら, 方程式と境界条件をともに満たさない
ような関数 φを構成することができ, 矛盾が導かれる.

1.2 Phragmén-Lindelöfの定理
楕円型偏微分方程式の解が満たす性質として最大値原理は基本的なものであるが, 非有界領域上で

も解に何らかの形で増大度の条件を課すことで最大値原理と同じような評価が得られる場合がある.

そのような命題を Phragmén-Lindelöfの定理と呼ぶ. 典型的には次のような命題である.

命題 1. u ∈ C2(Rn
+) ∩ C(Rn

+)が次を満たすとする.{
−∆u ≤ 0 in Rn

+,

u ≤ 0 on ∂Rn
+.



ただし, Rn
+ := {x ∈ Rn | xn > 0}とする. このとき, lim sup

R→∞
R−1 sup

∂BR∩Rn
+

u ≤ 0ならば sup
Rn

+

u ≤ 0

である.

一般には, 増大度の条件がなければこのような評価は得られない. 例えば u(x) = −x2
1 + x2

2 は R2
+

上で ∆u = 0かつ ∂R2
+ 上 u ≤ 0だが, sup

∂BR∩R2
+

u = R2 なので増大度条件を満たしておらず, 明らか

に R2
+ 上 u ≤ 0ではない.

Phragmén-Lindelöfの定理に関する古典的な結果は数多いが, まずは [8]を参照することをお勧め
する. 動的境界条件付きの楕円型方程式に対しては [5, 6]で扱われている. [5]は動的境界条件を伴っ
た Poisson 方程式に対する最小解について議論したもので, Dirichlet 問題との関連性を論じるにあ
たって Phragmén-Lindelöfの定理は重要な役割を果たしている.

主結果である定理 1は, 次の [6, Theorem 5]を進展させたものである.

命題 2 ( [6, Theorem 5]). u ∈ C(Rn
+ × (0, T ))を次の粘性劣解とする.{

F (x, t,Du,D2u) = 0 in Rn
+ × (0, T ),

∂tu+ ⟨ν,Du⟩ = 0 on ∂Rn
+ × (0, T ).

ただし, F ∈ C(Rn
+ × (0, T )× Rn × Sn)は (F1)と次の (1.5)を満たすとする.

P−
λ,Λ(M)− b(x)|p′| ≤ F (x, t, p,M) ∀(x, t, p,M) ∈ Rn

+ × (0, T )× Rn × Sn. (1.5)

ここで, P−
λ,Λ(M) := min{−Tr(AM) | −ΛI ≤ A ≤ −λI}は 0 < λ ≤ Λに対して定まる Pucci作用

素, p′ = (p1, · · · , pn−1) ∈ Rn−1 としている.

uが次を満たすと仮定する.

lim sup
t→+0

sup
|x′|≤R

u(x′, 0, t) ≤ 0 ∀R > 0,

lim inf
R→∞

sup
|x|=R,t∈(0,T )

u(x, t)

1 + xn
≤ 0.

このとき, Rn
+ × (0, T )上で u ≤ 0である.

命題 2は定理 1において Ω = Rn
+, B(x, p) = −pn, g(x, t) = 1 + xn とし, (F2)に代えて (1.5)と

した場合の主張である.

2 準備
2.1 粘性解
まずは弱解の概念として粘性解を用意する. 粘性解とは, 1980年代はじめに Crandall, Lionsらに
よって導入された弱解の概念で, 一階もしくは二階楕円型, 放物型方程式に対して有効であることが
特徴である.

定義 1 (粘性解).



1. u ∈ C(Ω× (0, T ))が (1.1)の粘性劣解 (resp., 粘性優解)であるとは, φ ∈ C2(Ω× (0, T ))に
ついて, u − φが点 (x∗, t∗) ∈ Ω × (0, T )で極大値 (resp.,極小値)を取るとき, 次の不等式が
成り立つことをいう.

F (x∗, t∗, Dφ(x∗, t∗), D
2φ(x∗, t∗)) ≤ 0.

(resp., F (x∗, t∗, Dφ(x∗, t∗), D
2φ(x∗, t∗)) ≥ 0)

2. u ∈ C(Ω×(0, T ))が (1.1), (1.2)の粘性劣解 (resp.,粘性優解)であるとは, φ ∈ C2(Ω×(0, T ))

について, u − φが点 (x∗, t∗) ∈ Ω × (0, T )で極大値 (resp.,極小値)を取るとき, 1に加えて,

(x∗, t∗) ∈ ∂Ω× (0, T )であれば, 次の不等式が成り立つことをいう.

min{∂tφ(x∗, t∗) +B(x∗, Dφ(x∗, t∗)), F (x∗, t∗, Dφ(x∗, t∗), D
2φ(x∗, t∗))} ≤ 0.

(resp.,max{∂tφ(x∗, t∗) +B(x∗, Dφ(x∗, t∗)), F (x∗, t∗, Dφ(x∗, t∗), D
2φ(x∗, t∗))} ≥ 0)

uが粘性劣解かつ粘性優解であるとき, uを粘性解と呼ぶ. また, 通常の意味で微分可能である場合は
古典劣解などと呼ぶ.

定義に現れる φのことを試験関数と呼ぶ. 直感的には φが uに点 (x∗, t∗)で上から”タッチ”して
いるとき, uの微分を φの微分に置き換えて解釈しているということである.

注意 1. (F3)のとき, uが (1.1)の粘性劣解であれば, u+ := max{u, 0}も (1.1)の粘性劣解である.

本稿では割愛するが, 粘性解理論の基本的な事柄は [3, 7]等が参考になる.

2.2 方向楕円性と最大値原理
本研究において, 一様楕円性より弱い楕円性を考えているのは重要なポイントである. そこで, ”弱
い”楕円性と最大値原理について紹介する.

楕円性とは, F の Sn 成分に関する単調性の仮定である. (F1)の退化楕円性は, 粘性解を考えるに
あたって最低限の仮定といえる. 一階の方程式はすべて退化楕円性を満たすことを注意しておく.

定義 2 (楕円性).

1. 0 < Λ と ν ∈ Rn \ {0} が存在して, (x, t, p,M) ∈ Ω × (0, T ) × Rn × Sn と τ ≥ 0 に対して
(2.1)が成り立つことを方向楕円型という.

F (x, t, p,M + τν ⊗ ν)− F (x, t, p,M) ≤ −Λτ (2.1)

2. 0 < λ ≤ Λが存在して, (x, t, p) ∈ Ω× (0, T )× Rn とM , N ∈ Sn に対して (2.2)が成り立つ
ことを一様楕円型という.

−ΛTr(M −N) ≤ F (x, t, p,M)− F (x, t, p,N) ≤ −λTr(M −N). (2.2)

例えば−TrM や Pucci作用素は一様楕円型である. Partial Trace作用素 Pk(M) := m11+m22+

· · ·+mkk は k < nであれば一様楕円型ではないが, e1, e2,· · · , ek について方向楕円型である ({ei}



は Rn の標準基底とする). F が一様楕円型であれば方向楕円型であることが簡単な計算でわかる. 弱
い楕円性を持つ方程式に関しては [2, 10]等を参照せよ.

(F2)の十分条件に関する命題を紹介しておく. 証明は割愛する.

命題 3. F が以下の条件を満たすとき, F は (F2)を満たす.

• 0 < λ ≤ Λが存在して, (x, t, p) ∈ Ω× (0, T )× Rn, M , N ∈ Sn に対して

−ΛTr(ν ⊗ ν)(M −N) ≤ F (x, t, p,M)− F (x, t, p,N) ≤ −λTr(ν ⊗ ν)(M −N). (2.3)

• (x, t,M) ∈ Ω× (0, T )× Sn, p, q ∈ Rn に対して

|F (x, t, p,M)− F (x, t, q,M)| ≤ b(x)|(I − ν ⊗ ν)(p− q)|.

なお, (2.3)は前述の方向楕円性より多少強い仮定になっていることを注意しておく.

次に, 最大値原理と Hopfの補題を紹介する. 以下 U ⊂ Ωを有界領域とする.

命題 4 (弱最大値原理). u ∈ C(U × [0, T ])を (1.1)の粘性劣解とする. このとき,

max
U×[0,T ]

u = max
∂U×[0,T ]

u.

命題 5 (Hopf の補題). u ∈ C(U × (0, T )) を (1.1) の粘性劣解とする. ∂U が十分滑らかで,

(x∗, t) ∈ ∂U × (0, T )で u(x∗, t∗) = M かつ U × (0, T )上 u < M のとき, ある定数 A > 0が存在し
て, ⟨ν(x∗), ξ⟩ < 0である任意の ξ ∈ Rn について

lim sup
h→0

u(x∗ + hξ, t∗)− u(x∗, t∗)

h
≤ A⟨ν(x∗), ξ⟩.

詳しい証明は [1, 9, 10]などを参照せよ.

3 定理 1の証明の概略
証明の概略. v := u+

g は次の (3.1)の粘性劣解であることが直接的な計算によりわかる.

{
−ΛgTr(ν ⊗ ν)D2v − 2Λ|Dg||Dv| − b(x)g|(I − ν ⊗ ν)Dv| = 0 in Ω× (0, T ),

g∂tv + v∂tg +B(x, gDv + vDg) = 0 on ∂Ω× (0, T ).
(3.1)

増大条件から, 次を満たすような増加列 {Rk}が存在する.

lim
k→∞

Rk = ∞, lim
k→∞

sup
x∈∂BRk

,t∈(0,T )

v ≤ 0.

よって, 任意の ε > 0に対して十分大きな k について

sup
x∈∂BRk

,t∈(0,T )

v ≤ ε (3.2)

である.



ある k で Lk := sup
BRk

×(0,T )

v > εであると仮定する.

Lk = v(x∗, t∗)で (x∗, t∗) ∈ BRk
× [0, T ]を定める. 最大値原理により x∗ ∈ ∂BRk

だが, (3.2)に
より |x∗| ̸= R. また, 初期条件を鑑みれば t∗ ̸= 0. よって (x∗, t∗) ∈ (BRk

∩ ∂Ω)× (0, T )である.

さて, φ(x, t)を次のように定める.

φ(x, t) := p|(I − ν∗ ⊗ ν∗)(x− x∗)|2 − q⟨−ν∗, x− x∗⟩2 − r⟨−ν∗, x− x∗⟩+ |t− t∗|2 + Lk. (3.3)

ただし, p, q, rは適切な正定数とし, ν∗ = ν(x∗)としている. このとき, v − φは (x∗, t∗)で極大値を
とる (極大値を取るように係数を選ぶことができる). しかし, φの微分を計算して (3.1)に代入すれ
ば, 方程式, 境界条件ともになり立たないことがわかり, 矛盾する.

よって, 全ての kについて Lk = max
BRk

×(0,T )
v ≤ εとなり, k → ∞, ε → 0とすれば結論を得る.

4 試験関数の構成
(3.3)で定めた試験関数 φの係数を決定する方針を説明する. 以下 tは固定して考える.

B = {x ∈ Ω | |x− c| < R}を x∗ における内部球とする. α > 0に対して, 次の補助関数を考える.

h(x) := −e−α|x−c|2 + e−αR2

.

N = {x ∈ Ω | |x− x∗| < l}とする. まずは N \B 上では φ > Lk となるように係数をきめる. こ
れは {φ(x, t) = Lk}という等高面が x∗ の近傍で B に含まれるようにすれば可能である.

十分大きい α > 0とこれに依存して十分小さい ε > 0について, N ∩B で v− εh−Lk ≤ 0とでき
る. これは Hopfの補題や強最大値原理の証明と同じ手法である (参考: [1]). h(x∗) + Lk = v(x∗, t∗)

だから, v − φの代わりに εh+ Lk − φを評価していくことで, 滑らかな関数の極値問題に帰着する.
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