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概要

野性McKay対応 (正標数でのMcKay対応)は，有限群作用による商多様体の弦モチーフと呼
ばれる不変量が，ある種の積分で表せることを主張する．しかしながら，一般の状況でこの積分

を計算するのは難しい．著者は位数が基礎体の標数のベキである巡回群の場合に，被積分関数の

明示公式と，積分の収束条件を与えた．またこれらの結果の商特異点の応用についても述べる．

1 導入

G を有限群とし，V を d 次元の G 表現とする．しばしば V をアフィン空間 Ad と同一視する．

McKay対応とは，商多様体 V/Gの幾何学的な不変量と G表現 V の代数的な不変量が一致する現象

を指す．Batyrevは次の形のMcKay対応を証明した．

定理 1.1 (Batyrev [1, Theorem 1.10]). SL(n,C)の有限部分群 Gが Cn に作用しているとする．ま

た，商多様体 Cn/Gのクレパント特異点解消 Y → Cn/Gが存在すると仮定する．このとき等式

Y の Euler標数 = Gの共役類の個数

が成立する．

Denef–Loeser [3] はモチーフ積分を用いて不変量を定義し McKay 対応を証明した．正標数での
McKay対応，特に野性的状況を含むもの，はモチーフ積分を用いて安田 [10]によって証明された．
野性的とは，与えられた群の位数が基礎体の標数で割り切れるような状況を指す．k を標数 pの代数

的閉体としておく．

定理 1.2 (Yasuda [10, Corollary 16.3]). 有限群 Gがアフィン空間 Ad
k に線型かつ効果的に作用して

いるとする．また，擬反射を持たないと仮定する．このとき等式

Mst(Ad
k/G) =

∫
G-Cov(D)

Ld−v

が成立する．ここで Mst(Ad
k/G) は Ad

k/G の弦モチーフ (stringy motive) と呼ばれる不変量，
G-Cov(D) は D = Spec k[[t]] の G 被覆のモジュライ空間，v は G-Cov(D) 上定義された有理
数値関数である．v 関数は与えられた G表現に依存する．G表現 V に付随した v 関数であることを

強調したい場合は vV と下付き添字で表すことにする．



本稿ではモチーフ積分については立ち入らない．優れた入門として Craw [2]を挙げておく．また
モチーフ積分を用いたMcKay対応の解説として安田による論説 [8]がある．詳細についてはそちら
を参照されたい．

弦モチーフMst(Ad
k/G)は商多様体 Ad

k/Gの特異点の情報を含んでいるため，積分
∫

G-Cov(D) L
d−v

を通して特異点を調べることが可能である．そのためにはモジュライ空間 G-Cov(D)の構造および
v 関数の計算方法を理解することが必要である．しかし，一般の有限群 Gに対してこれらの記述を

与えることは難しい．

G = Z/pZ の場合は安田 [7] によって調べられている．安田と著者 [6] は G = Z/pnZ の場合に
モジュライ空間について調べ，v 関数の明示公式を与えた．また，積分

∫
G-Cov(D) L

d−v が収束す

るための必要十分条件を与え，商多様体 Ad
k/G の特異点の判定条件を与えた (n = 1 は [9]，n = 2

は [6]，n ≥ 3 は [5])．また近年，正標数の極少モデル理論に関連して，川又ログ端末的であるが
Cohen–Macaulayでない特異点の例が与えられた．本研究の応用として，そのような特異点の例を
与えることができる．本稿ではこれらの結果について簡単に報告する．

注意 1.3. 擬反射を持つ場合，商射 Ad
k → (X = Ad

k/G, ∆)をクレパントとするような Q-Weil因子
∆との対 (X, ∆)を考える必要がある．G = Z/pnZの場合，いつ擬反射を持つかを判定できる．ま
たそのような因子 ∆についても分かっている ([6, Corollary 4.7, Proposition 4.8])．

以後断りのない限り G = Z/pnZとする．

2 G被覆と v 関数

D = Spec k[[t]] の G 被覆 E とは次のようなものであった：E∗ を適当な D∗ = Spec k((t)) の
エタール G 被覆とし，E は D の E∗ の中での正規化．Artin–Schreier–Witt 理論を用いて対応す
る k((t)) の G 拡大を考えることにより，モジュライ空間 G-Cov(D) を記述できる．すなわち G

被覆と reduced Witt ベクトルとの間に 1 対 1 対応が存在する．ここで reduced Witt ベクトル
f = (f0, f1, . . . , fn−1)の各成分は次の形をしている：

fm =
∑

j>0,p∤j

am,jt−j ∈ k[t−1].

さらに次のような stratificationがとれる：

G-Cov(D) =
⨿

j

G-Cov(D; j),

G-Cov(D; j) ↔ {(f0, f1, . . . fn−1) | ord fm = −jm},

↔
⨿

jm ̸=−∞

Gk,m ×k Ajm−1−⌊jm/p⌋
k .

ここで j = (j0, j1, . . . , jn−1)は pの倍数でない正整数，または −∞たちの組である．

v 関数の値は，上の j を用いて記述できる．

定理 2.1 ([6, Theorem 3.3]). E ∈ G-Cov(D; j)を連結な G被覆とし，L/k((t))を対応する G拡大



であるとする．各 i (i = 0, 1, . . . , n − 1)に対して

ui = max{pi−1−mjm | m = 0, 1, . . . , n − 1},

li = u0 + (u1 − u0)p + · · · + (ui − ui−1)pi

とおく．このとき

vV (E) =
∑

0≤i0+pi1+···+pn−1in−1<d,
0≤i0,i1,...,in−1<p

⌈
i0pn−1l0 + i1pn−2l1 + · · · + in−1ln−1

pn

⌉
.

上の定理で，ui と li はそれぞれ拡大 L/k((t)) の i + 1 次 upper ramification jump, lower
ramification jump と呼ばれるものになっている．記号の濫用ではあるが，v 関数を j や u =
(u0, u1, . . . , un−1)の関数と思い，それぞれ v(j)や v(u)などと表すことにする．

注意 2.2. E が連結でない場合の v 関数について述べる．E′ を E の連結成分，G′ を安定化部分群

とする．このとき V ′ を V を G′ へ制限して得られる G′ 表現とすれば

vV (E) = vV ′(E′)

が成立する．このように帰納的に Gを小さい群に取り換えて上の定理を適用することで v 関数を計

算することができる．

3 積分の収束判定

積分の定義と，vV は各 G-Cov(D; j)上で定数関数となることから∫
G-Cov(D)

Ld−vV =
∑

j

[G-Cov(D; j)]Ld−vV (j)

となる．ここで [X]は X が定める，k 代数多様体がなす完備 Grothendieck環 (の適当な変種)での
同値類を表す．特に L = [A1

k]である．
重要なのは連結な G被覆であるので，その上での積分の値について注目しよう．和の順番を変え

ることで ∫
連結な G 被覆

Ld−vV =
∑
u∈U

 ∑
j∈J (u)

[G-Cov(D; j)]

Ld−vV (u) (1)

を得る．ここで U は k((t)) の G 拡大に現れる upper ramification jumps u = (u0 ≤ u1 ≤ · · · ≤
un−1)全体がなす集合であり，J (u)は upper ramification jumpsが uになるような j たちの集合

とする．U がどのような集合となるかはよく知られている (例えば Obus–Pries [4, Lemma 3.5] を
参照)．

命題 3.1. u = (u0 ≤ · · · ≤ un−1)がある G拡大 L/k((t))の upper ramification jumpsであるため
の必要十分条件は以下を満たすことである：



1. p ∤ u0 かつ

2. 各 i (i = 1, 2, . . . , n − 1)に対し
（a）ui = pui−1 または

（b）ui > pui−1 かつ p ∤ ui

が成り立つ．

(1) の右辺は u を変数とする関数たちの無限級数であるから，um → ∞ としたときその関数が

−∞に発散していることが，積分が収束することの必要十分条件である．極限が問題となるので，有

界関数の差を無視してもよいことに注意しておく．

定義 3.2. V を直既約な d次元表現とする．このとき

S
(m)
d =

∑
0≤i0+i1p+···in−1pn−1<d,

0≤i0,i1,...,in−1<p

im (0 ≤ m ≤ n − 1),

D
(m)
V = pn−1

(
S

(m)
d − (p − 1)

m−1∑
l=0

pm−1S
(l)
d

)
(0 ≤ m ≤ n − 1)

と定める．直既約でない表現については，表現の直和について加法的になるように定義を拡張する．

簡単な計算により，積分 (1)が収束するための必要十分条件は関数

f(u) =
n−1∑
m=0

(
1 − 1

p
− D

(m)
V

pn

)
um

が −∞に発散することであることがわかる．非連結な G被覆上での積分もまとめると，次の定理を

得る．

定理 3.3 ([5]). 積分
∫

G-Cov(D) L
d−vV が収束するための必要十分条件は，不等式

1 − 1
pn−m

−
n−1∑
l=m

D
(l)
V

p2n−1−l
< 0 (m = 0, 1, . . . , n − 1)

が成立することである．

4 特異点

最後に野性McKay対応を通した，特異点への応用について簡単に述べる．例えば次の定理が知ら
れている．

定理 4.1 ([10, Corollary 16.4]). 有限群 Gがアフィン空間 Ad
k に線型かつ効果的に作用していると

する．また擬反射を持たないと仮定する．このとき，積分
∫

G-Cov(D) L
d−v が収束するならば商多様

体 Ad
k/Gは標準的である．



これと定理 3.3を組み合わせることで，Ad
k/Gが標準的かを判定することができる．さらに G表

現 V が直既約である場合には，不変量 D
(m)
V を具体的に計算することにより，次のような単純な判

定法が得られる．

系 4.2 ([5]). V が直既約な d 次元 G 表現であって，擬反射を持たないものとする．このとき

商多様体 V/G が標準的 (ログ標準的) であるための十分条件 (必要十分条件) は d ≥ p + pn−1

(d ≥ p − 1 + pn−1)が成立することである．

例 4.3. p = 2のとき G = Z/4Zが A4
k に巡回置換で作用しているとする．このとき商多様体 A4

k/G

は標準的であるが Cohen–Macaulayでない．
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