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1 超平面配置と特性多項式

1.1 特性多項式

Kを体とする. ( , )をベクトル空間 Kℓ の内積とする. a ∈ Kℓ, k ∈ Kとし,

Ha,k := {x ∈ Kℓ | (a,x) = k}, (1)

と定める. Ha,k を Kℓ 上の超平面という. ベクトル空間 Kℓ に含まれる超平面の有限集合 A =

{Ha1,k1 , · · · ,Ham,km}を Kℓ 上の超平面配置という. 例えば, K = Rとすると, R上の点の集合, R2 上の直線

の集合, R3 上の平面の集合などが超平面配置の例となる.

超平面配置 Aに対して,

L(A) :=
{
∩i∈IHai,ki

6= ∅ | I ⊂ {1, 2, · · · ,m}
}
, (2)

を考える. これは超平面同士の共通部分を全て集めたものであり, 包含関係を用いて半順序を定めることで半

順序集合となる. L(A)を Aの交差半順序集合という. L(A)上にメビウス関数 µ : L(A) → Zを以下のように
定める. V = Kℓ として,

µ(V ) := 1, (3)

µ(X) := −
∑
X⊊Y

µ(Y ), X ( V. (4)

メビウス関数を用いて, 超平面配置 Aに付随する多項式が以下のように定義される.

定義 1.1 ([11]).

χ(A, t) :=
∑

X∈L(A)

µ(X)tdimX . (5)

χ(A, t)を Aの特性多項式という. 特性多項式は超平面配置に関する様々な情報を持つ. K = Rとし, Rℓ 上

の超平面配置を考えると, 超平面によって空間がいくつかの領域に分割される. 特性多項式によって空間がい

くつに分割されるか知ることができる.

定理 1.2 (Zaslavsky [20]). Aを Rℓ 上の超平面配置とする. C(A)を Rℓ\ ∪H∈A H の連結成分全体の集合と

する. このとき,

|C(A)| = (−1)ℓχ(A,−1). (6)

また, K = Cとし, Cℓ 上の超平面配置を考えた場合, 組み合わせ論的に定義された特性多項式がベッチ数と

いう位相的な情報を持つ.



定理 1.3 (Orlik-Solomon [10]). Aを Cℓ 上の超平面配置とする. 超平面配置の補集合をM(A) := Cℓ\∪H∈A

H とする. bk := dimC Hk(M(A),Cℓ)をM(A)のベッチ数とする. このとき,

χ(A, t) =

ℓ∑
k=0

(−1)ℓ−kbℓ−kt
k. (7)

すなわち, 特性多項式は超平面配置の位相的, 組み合わせ論的な情報を持つ.

1.2 Truncated affine Weyl配置

超平面配置の興味深いクラスとして, ルート系に付随した超平面配置がある. 以下では特に断らない限り,

K = Rとする. ルート系 Φの正ルート全体を Φ+ とする. ルート系 Φに対して, 以下のように定義される超平

面配置をWeyl配置という.
AΦ := {Ha,0 | a ∈ Φ+}. (8)

Weyl配置にパラメータを加えて拡張した超平面配置

A[a,b]
Φ := {Ha,k | a ∈ Φ+, k ∈ Z, a ≦ k ≦ b}, (9)

を truncated affine Weyl配置という. 定義から明らかに A[0,0]
Φ = AΦ である. その他にも, (extended) Shi配

置 A[1−n,n]
Φ や (extended) Catalan配置 A[−n,n]

Φ , (extended) Linial配置 A[1,n]
Φ などのよく研究されている超

平面配置のクラスを含む.

α

−α

Hα,0

ルート系 Φ = A2

Hα,0

Weyl配置 AA2

Hα,0
Hα,1

Shi配置 A[0,1]
A2

2 Postnikov-Stanleyの Linial配置予想

Postnikovと Stanleyは truncated affine Weyl配置 A[a,b]
Φ のあるクラスに関して, 以下の予想をした.

予想 2.1 (Postnikov–Stanley [12]). Φ を既約ルート系, hΦ は Φ のコクセター数とする. a, b ∈ Z とする.

a ≦ 1 ≦ bかつ 1 ≦ a+ bとする.このとき, 特性多項式 χ(A[a,b]
Φ , t)の任意の根の実部は (b−a+1)hΦ

2 .

Postnikov–Stanleyはリーマンゼータ関数の非自明な零点の実部が 1
2 になるという予想との類似から“リー

マン予想”と呼んでいる. 予想 2.1に関連して, 以下の定理が知られている.

定理 2.2 (Yoshinaga [17]). n ≧ 0, k ≧ 0とする.このとき,

χ(A[1,n]
Φ , t) = χ(A[1−k,n+k]

Φ , t+ khΦ). (10)

この定理によって, Linial配置 A[1,n]
Φ の場合に予想 2.1が正しければ, その他のパラメータの場合も正しい.

定理 2.2 の Φ が古典型の場合に関しては Athanasiadis [1] も証明を与えている. 予想 2.1 は Aℓ 型の場合を



Postnikov–Stanley が証明し [12], Aℓ, Bℓ, Cℓ, Dℓ 型の場合を Athanasiadis が組み合わせ論的方法で証明し

た [2]. E6, E7, E8, F4 型のパラメータが

n ≡ −1

{
mod 6, Φ = E6, E7, F4

mod 30, Φ = E8.
(11)

の場合と nが十分大きい場合は Yoshinagaによって証明された [17], [18].

3 Linial配置の特性準多項式

Yoshinagaは特性準多項式の観点から予想 2.1にアプローチし, 一般の既約ルート系に対する特性準多項式

の具体的な表示を導いた [17]. この節では Yoshinagaの結果を説明する. まず, 準多項式について説明する.

3.1 Ehrhart 準多項式

準多項式とは関数 f : Z → Cであり, 適当な正の整数 pに関して以下のように書けるものをいう.

f(t) =



f1(t), t ≡ 1 mod p,
f2(t), t ≡ 2 mod p,
...

fp−1(t), t ≡ p− 1 mod p,
fp(t), t ≡ 0 mod p.

ここで, f1(t), · · · , fp(t) は多項式である. すなわち, 各整数点上で異なる多項式関数を周期的に取り得る

ような関数である. 各 fi(t) のことを f(t) の構成素と呼ぶ. p を f(t) の周期といい, 周期の中で最小のも

のを最小周期と呼ぶ. 準多項式の次数を deg f := max{deg fi | 1 ≦ i ≦ p} とする. 準多項式が自然に

現れる設定として有理凸多面体の格子点の数え上げがある. 適当なベクトル v1, · · · , vm ∈ Qd を用いて,

P := {λ1v1 + · · ·+ λmvm ∈ Rd | λ1 + · · ·+ λm = 1, λ1, · · · , λm ∈ Rd}と定めた P を有理凸多面体という.

有理凸多面体 P を q 倍したものの中の整数点の個数は#(qP ∩ Zd)と書ける. この整数点の個数に関して以下

が成り立つ.

定理 3.1 ([3]). q > 0とする. ある準多項式 LP : Z → Zが存在し,

LP(q) = #(qP ∩ Zd). (12)

この LP(q)を Ehrhart準多項式という. 特に, P の頂点が整数点のとき LP(q)は多項式となり Ehrhart多項

式という.

ランク ℓの既約ルート系 Φに対して, Ehrhart準多項式を考える. Z(Φ)を既約ルート系のコウェイト格子,

Q(Φ) をコルート格子とする. 単純ルートを固定し, その双対基底を ϖ1, · · · , ϖℓ ∈ Z(Φ) とする. 最高ルー

トを α̃ とし, ci := (ϖi, α̃), i = 1, · · · , ℓ とする. すなわち, ci は最高ルートを単純ルートの線形和で表した

時の係数である. c0 := 1 と定めると, コクセター数 hΦ との間に c0 + · · · + cℓ = hΦ が成り立つ [4]. FΦ を

0, ϖ1

c1
, · · · , ϖℓ

cℓ
による凸包とする. FΦ を closed fundamental alcoveという. 既約ルート系の Ehrhart準多項

式 LΦ(q)を q > 0のとき,
LΦ(q) = #(qFΦ ∩ Z(Φ)) (13)

を満たすものと定める. 以下が成り立つ.

定理 3.2 (Suter [14]).
LΦ(−t) = (−1)ℓLΦ(t− hΦ). (14)



また, 異なる既約ルート系の Ehrhart準多項式の間に以下の関係がある.

命題 3.3. Φをランク ℓの既約ルート系とする. シフト作用素 S : t → t−1とし, [c]t :=
1−tc

1−t = 1+t+· · ·+tc−1,

c ∈ Zとする. このとき,
LAℓ

(t) = [c0]S[c1]S · · · [cℓ]SLΦ(t). (15)

3.2 特性準多項式

この節では, 超平面配置の位相的, 組み合わせ論的性質と格子点の数え上げの関係を説明する. a =

(a1, · · · , aℓ) ∈ Zℓ, k ∈ Z, q ∈ Z>0 として, Rℓ 上の超平面 Ha,k から (Z/qZ)ℓ 上の超平面 Hq
a,k を以下のよう

に定める.
Hq

a,k := {(x1, · · · , xℓ) ∈ (Z/qZ)ℓ | a1x1 + · · ·+ aℓxℓ ≡ k mod q}. (16)

この操作によって, Rℓ 上の超平面配置 A = {Ha1,k1
, · · · ,Ham,km

} から (Z/qZ)ℓ 上の超平面配置 Aq =

{Hq
a1,k1

, · · · ,Hq
am,km

}が定まる. Aq の補集合は

M(Aq) := (Z/qZ)ℓ\ ∪m
i=1 H

q
ai,ki

, (17)

となる. (Z/qZ)ℓ は qℓ 個の格子点を持つ格子であるため, M(Aq)は qℓ 個の格子点から超平面上に乗っている

格子点を除いたものである. 格子点の個数は #M(Aq)と書ける. Kamiya, Takemura, Teraoは以下の主張を

示した.

定理 3.4 (Kamiya-Takemura-Terao [6], [8]). ある準多項式 χquasi(A,・) : Z → Zが存在し, q が十分大きい

とき,
χquasi(A, q) = #M(Aq). (18)

さらに, χquasi(A, q)の周期を ρとし, q ≡ i mod ρのときの構成素を χquasi(A, q) = fi(q)とすると,

gcd(ρ, i) = gcd(ρ, j) ⇒ fi(t) = fj(t),

が成り立つ [6], [8]. すなわち, χquasi(A, q)の構成素は q と周期 ρの最大公約数だけで決まる. このような準

多項式の性質を gcd-propertyという. また, χquasi(A, q)は以下の重要な性質を持つ.

定理 3.5 ([2] Theorem 2.1). gcd(q, ρ) = 1 ⇒ χquasi(A, q) = χ(A, q).

χquasi(A, q)を特性準多項式という. 定理 3.5より, 特性準多項式を通して, 格子点の数え上げから超平面配

置の位相的, 組み合わせ論的性質が分かる.

3.3 Eulerian多項式

古典的な Eulerian多項式と Lam-Postnikovによる Eulerian多項式の既約ルート系への一般化を紹介する.

一般化された Eulerian 多項式は Linial 配置において, 超平面によって分割された領域を数える際に現れる

[17]. 古典的な Eulerian多項式は以下のように対称群 Sn に付随する多項式で, さまざまな組み合わせ論的解

釈が知られている.

定義 3.6. τ ∈ Sn に対して,

a(τ) := #{i ∈ {1, · · · , n− 1} | τ(i) < τ(i+ 1)},

と定める. ここから定まる数
A(n, k) := #{τ ∈ Sn | a(τ) = k − 1} (19)



(1 ≦ k ≦ n− 1)を Eulerian numberという. Eulerian numberから Eulerian多項式が以下のように定まる.

An(t) :=

n∑
k=1

A(n, k)tk =
∑

τ∈Sn

t1+a(τ). (20)

ここで, A0(t) = 1とする.

Eulerian numberは A(n, k) = A(n, n− (k− 1))という対称性を持ち、このことから An(t) = tn+1An(t
−1)

が成り立つ. 以下は Eulerian多項式の最も基本的な関係式であり, Worpitzky identityと呼ばれる.

定理 3.7 (Worpitzky [16]).

tℓ = Aℓ(S)

(
t+ ℓ

ℓ

)
. (21)

また, Eulerian多項式は以下の合同式によって, 定数倍を除いて特徴付けられる [5].

定理 3.8 ([5], [17]). ℓ ≧ 1, m ≧ 2とする. このとき,

Aℓ(t
m) ≡ 1

mℓ+1
[m]ℓ+1

t Aℓ(t) mod (1− t)ℓ+1. (22)

f(t)を多項式としたとき, f(at) = aℓf(t)という式が tℓ の定数倍を除いた特徴付けであることがWorpitzky

identity (21) を通して, 合同式 (22) が Eulerian 多項式の定数倍を除いた特徴付けであることに対応する.

Lamと Postnikovは以下のように Eulerian多項式の一般化を導入した [9].

定義 3.9. Φは既約ルート系, W をそのWeyl群とする. ω ∈ W に対して,

asc(ω) :=
∑

0≦i≦ℓ
ω(αi)>0

ci,

と定める. このとき,

RΦ(t) :=
1

f

∑
ω∈W

tasc(ω), (23)

を Φの一般化 Eulerian多項式という. ここで f = #|Z(Φ)/Q(Φ)|である.

c0, · · · , cℓ を用いて, 一般化 Eulerian多項式は以下のように分解できる.

定理 3.10 (Lam–Postnikov [9], Theorem 10.1). Φはランク ℓの既約ルート系とする. このとき,

RΦ(t) = [c0]t[c1]t · · · [cℓ]tAℓ(t). (24)

一般化 Eulerian 多項式は古典的な Eulerian 多項式を Φ = Aℓ 型の場合として含む. 実際, Φ = Aℓ の

とき, c0 = c1 = · · · = cℓ = 1 であり, RAℓ
(t) = Aℓ(t) となる. 他にも, deg RΦ = hΦ − 1 であることや

RΦ(t) = thΦRΦ(t
−1)が成り立つことが定理 3.10よりわかる. また, 定理 3.8の古典的な Eulerian多項式の合

同式と定理 3.10の一般化 Eulerian多項式の表示から以下の合同式が導かれる.

命題 3.11. Φをランク ℓのルート系とする. nを正の整数とする. このとき,

RΦ(t
n) ≡ (

ℓ∏
i=0

1

n
[n]tci )RΦ(t) mod (1− t)ℓ+1. (25)



3.4 Linial配置の特性準多項式

Yoshinagaは超平面による領域の分割と分割された領域の格子点の数え上げの議論を経て, Linial配置の特

性準多項式の以下の表示を得た.

定理 3.12 (Yoshinaga [17]).

χquasi(A[1,n]
Φ , t) = RΦ(S

n+1)LΦ(t). (26)

すなわち, 既約ルート系 Φの Linial配置の特性準多項式は Φに付随する一般化 Eulerian多項式と Ehrhart

準多項式で記述できる. この表示から特性準多項式は Ehrhart準多項式の最小周期を周期としてもつことが分

かる. この周期を以下では ρとする. 式 (26)において n = 0とすると, A[1,n]
Φ = ∅となり, 以下のWorpitzky

identityの一般化が得られる.

定理 3.13 (Yoshinaga [17]).
tℓ = RΦ(S)LΦ(t). (27)

式 (27)では, 準多項式 LΦ(t)が RΦ(S)の作用によって多項式になっている.

4 主結果

本研究では, 式 (26)の右辺を計算することで以下の結果を得た.

定理 4.1. m := n+1
gcd(n+1,ρ) とする. ρn := gcd(n+ 1, ρ)とする. このとき,

χquasi(A[1,n]
Φ , t) = (

ℓ∏
j=0

1

m
[m]Scj ·ρn )χquasi(A[1,ρn−1]

Φ , t). (28)

特に, χquasi(A[1,n]
Φ , t)は周期 ρn をもつ.

定理 4.1の特別な場合として, 以下が成り立つ.

定理 4.2. ρn = gcd(n+ 1, ρ) = 1のとき,

χquasi(A[1,n]
Φ , t) = (

ℓ∏
j=0

1

n+ 1
[n+ 1]Scj )tℓ. (29)

特に, χquasi(A[1,n]
Φ , t)は多項式となる. χ(A[1,n]

Φ , t)の任意の根の実部は nhΦ

2 .

式 (29) を用いて, ρn = 1 のとき, χ(A[1,n]
Φ , t) の根の実部が nhΦ

2 であることを示す. 手法は [2], [12], [17]

で用いられているものと同様である. a ∈ R とし, Ia := {f(t) ∈ C[t] | f(z) = 0 ⇒ Re z = a} とする.

IS1 := {f(t) ∈ C[t] | f(z) = 0 ⇒ |z| = 1}とする.

補題 4.3 ([12]). a ∈ Rとし, g(t) ∈ IS1 , f(t) ∈ Ia とする. このとき, g(S)f(t) ∈ Ia+ deg g
2
となる.

tℓ ∈ I0は明らか. [n+1]t ∈ IS1 であり, 次数は deg([n+1]tcj ) = ncj , (j = 0, · · · , ℓ)である. c0+c1+ · · ·+
cℓ = hΦ であるため [4], 多項式 g(t) :=

∏ℓ
j=0

1
n+1 [n+ 1]tcj の次数は deg g = n(c0 + c1 + · · ·+ cℓ) = nhΦ と

なる. 補題 4.3により, χ(A[1,n]
Φ , t)の根の実部は n(c0+c1+···+cℓ)

2 = nhΦ

2 となる.



定理 4.1に対して補題 4.3を用いると, 各 Φに対して, χ(A[1,ρn−1]
Φ , t)の根の実部が (ρn−1)hΦ

2 であれば予想

2.1が成り立つことが分かる. すなわち, 周期 ρの約数の個数分の特性多項式を調べれば Φに対して予想 2.1が

成り立つか分かる. 以下の定理によって調べる特性多項式の個数をより少なくできる.

定理 4.4. η := ρn

rad(ρn)
とする. このとき,

χ(A[1,ρn−1]
Φ , t) = (

ℓ∏
j=0

1

η
[η]

Scj ·rad(ρn))χ(A[1,rad(ρn)−1]
Φ , t), (30)

ここで, rad(a) :=
∏

p|a,p:prime p, a ∈ Zである.

定理 4.4は特性準多項式に対しては成り立たない. 特性多項式が周期と互いに素な整数上の構成素である (定

理 3.5)ため成立する. 定理 4.4により, rad(ρ)の約数 rad(ρn)に対応する特性多項式 χ(A[1,rad(ρn)−1]
Φ , t)の根

を調べれば予想 2.1の正否を確定できる.

5 証明の概要

定理 4.1がどのように示されるか解説する. まず, 簡単な場合として定理 3.12において, 仮に LΦ(t)が多項

式であるとする. 次数は ℓとする. (1− S)を多項式に作用させると, (1− S)LΦ(t) = LΦ(t)− LΦ(t− 1)と差

分を取ることになり, 次数が 1つ下がる. よって帰納的に, (1− S)ℓ+1LΦ(t) = 0とわかる. n+ 1 = mρn とし

て, 定理 3.11の合同式を用いると,

RΦ(S
n+1)LΦ(t) = (

ℓ∏
i=0

1

n
[m]Sciρn )RΦ(S

ρn)LΦ(t), (31)

となることが分かる. 定理 3.12を用いて式 (31)の両辺を特性準多項式で表示すれば, 定理 4.1が示される.

しかし, 実際は LΦ(t)は準多項式であり, 準多項式に対して (1 − S)ℓ+1LΦ(t) = 0は一般には成り立たない.

これは LΦ(t)と LΦ(t− 1)の構成素が異なるため, LΦ(t)− LΦ(t− 1)が異なる多項式間の差分になっているか

らである. 同じ多項式間の差分を行うために, 準多項式の構成素をずらさず, 多項式の変数だけ t 7→ t− 1と変

換するような作用素 Sを考える. すなわち,

(Sf) :=



f1(t− 1), t ≡ 1 mod p,
f2(t− 1), t ≡ 2 mod p,
...

fp−1(t− 1), t ≡ p− 1 mod p,
fp(t− 1), t ≡ 0 mod p.

巡回置換 σ を準多項式 f(t)に作用させたものを以下のように書くことにする.

fσ(t) :=



fσ−1(1)(t), t ≡ 1 mod p,
fσ−1(2)(t), t ≡ 2 mod p,
...

fσ−1(p−1)(t), t ≡ p− 1 mod p,
fσ−1(p)(t), t ≡ 0 mod p.



この記法を用いると作用素 Sと Sの関係は以下のように書ける.

(Sf)(t) =



fp(t− 1), t ≡ 1 mod p,
f1(t− 1), t ≡ 2 mod p,
...

fp−2(t− 1), t ≡ p− 1 mod p,
fp−1(t− 1), t ≡ 0 mod p,

=



fσ−1(1)(t− 1), t ≡ 1 mod p,
fσ−1(2)(t− 1), t ≡ 2 mod p,
...

fσ−1(p−1)(t− 1), t ≡ p− 1 mod p,
fσ−1(p)(t− 1), t ≡ 0 mod p,

= (Sfσ)(t).

重要なことは, 次数 ℓの準多項式 f(t)に対して, (1− S)ℓ+1LΦ(t) = 0が成り立つということである. そのため,

仮に,

χ(A[1,n], t) = RΦ(S
n+1

)LΦ(t), (32)

であるなら上記と同様に定理 3.11を用いることで式 (31)を示せる. 実際は, 式 (32)に少し変更を加えた以下

が成り立つ.

χ(A[1,n], t) = RΦ(S
n+1

)L̃n+1
Φ (t). (33)

ここで,

L̃n+1
Φ (t) =

Lσn+1

Φ (t) + Lσ2(n+1)

Φ (t) + · · ·+ Lσρ(n+1)

Φ (t)

ρ
. (34)

L̃n+1
Φ (t) は LΦ(t) を平均したものといえる. 式 (33) の右辺ではシフト作用素 RΦ(S

n+1) によって, LΦ(t) が

平均されている. 以下では, 一般の周期 p を持つ準多項式 f(t) に対しても, f̃ i(t) := fσi(t)+···+fσpi
(t)

p , i ∈ Z
と定める. L̃n+1

Φ (t) は n + 1 に依存しているように見えるが, 実は ρn = gcd(n + 1, ρ) で決まる. すなわち,

L̃n+1
Φ (t) = L̃ρn

Φ (t)となる. L̃ρn

Φ (t)は周期 ρn を持つ. 平均を取る操作によって LΦ(t)よりも周期が小さくなっ

ている. 定理 3.13や定理 4.2で準多項式だったものが多項式になっているのは, シフト作用素によって平均さ

れて周期 1となっているからである. 準多項式をシフト作用素によって平均するために以下の補題を用いる.

補題 5.1. g(t)を多項式とする. [n]ℓ+1
t g(t) =

∑
k=0 akt

k とする. このとき,

1

n
[n]ℓ+1

t g(t) ≡
∑

k≡0 mod n

akt
k ≡ · · · ≡

∑
k≡n−1 mod n

akt
k mod (1− t)ℓ+1. (35)

準多項式の構成素が全て同じ多項式であるとき準多項式は多項式である, という自明な主張を有理母関数の

分子を用いて記述すると補題 5.1のような非自明な合同式となる. Athanasiadis [2]によって示されていた補

題をわずかに拡張したものである. 補題 5.1によってどのように準多項式が平均されるか簡単な例で見てみる.

まず, 次数 ℓ, 周期 2の準多項式を考える.

f(t) =

{
f1(t), t ≡ 1 mod 2,
f2(t), t ≡ 2 mod 2.

このとき, f̃1(t) = 1
2 (f

σ(t) + f2σ(t)) = 1
2 (f1(t) + f2(t)) である. この準多項式にシフト作用素 [2]ℓ+1

S =∑
k=0 akS

k を作用させる. 補題 5.1を用いると,

1

2
[2]ℓ+1

S ≡
∑
k:odd

akS
k ≡

∑
k:odd

akS
k mod (1− S)ℓ+1, (36)



とわかる. (1− S)ℓ+1f(t) = 0であるため, t ≡ 0 mod 2として,

[2]ℓ+1
S f(t) =

∑
k:odd

akS
k
f1(t) +

∑
k:even

akS
k
f2(t)

= [2]ℓ+1

S

1

2
(f1(t) + f2(t))

= [2]ℓ+1

S
f̃1(t).

t ≡ 1 mod 2としてもほぼ同様である. 今の場合, [2]ℓ+1
S f(t)は多項式と分かる. より一般に以下が成り立つ.

補題 5.2. f(t) を周期 p をもつ次数 ℓ の準多項式とする. g(t) を多項式とする. m を正の整数とする. この

とき,
[p]ℓ+1

Sm g(Sm)f(t) = [p]ℓ+1

S
m g(S

m
)f̃m(t). (37)

注意として, 補題 5.2を用いるには [p]Sm が f(t)の次数 ℓよりも多く (ℓ+ 1個以上)作用している必要があ

る. 今回の問題においてシフト作用素による平均化 (補題 5.2)が機能するのは Ehrhart準多項式が以下の分解

を持つためである.

命題 5.3.

LΦ(t) =

ℓ̂∑
k=0

L
(ℓĉk )

ĉk
(t). (38)

ここで, ĉ0, · · · , ĉℓ̂ は c0, · · · , cℓ の中の互いに異なる数全体であり, ℓĉk + 1は c0, · · · , cℓ の中の ĉk の個数であ

る. L
(ℓĉk )

ĉk
(t)は次数 ℓĉk , 周期 ĉk の準多項式である.

この分解は LΦ(t) の有理母関数を考えた時, その適当な部分分数分解に対応する. この分解と Lam-

Postnikovによる一般化 Eulerian多項式の分解 (定理 3.10)を合わせると, Yoshinagaの特性準多項式の表示

(定理 3.12)より,

χquasi(A[1,n], t) = RΦ(S
n+1)LΦ(t) (39)

= Aℓ(S
n+1)(

ℓ∏
k=0

[ck]Sn+1)

ℓ̂∑
k=0

L
(ℓĉk )

ĉk
. (40)

∏ℓ
k=0[ck]Sn+1 は各 [ĉk]

ℓĉk+1

Sn+1 に対して, ある多項式 gk(t)が存在し,
∏ℓ

k=0[ck]Sn+1 = gk(S)[ĉk]
ℓĉk+1

Sn+1 と書ける.

このとき, [ĉk]Sn+1 が L
(ℓĉk )

ĉk
(t)の次数 +1個あるため, 補題 5.2が適用できる. 各 [ck]

ℓĉk+1

Sn+1 によって, L
(ℓĉk )

ĉk
が

平均され
˜
L
(ℓĉk )

ĉk

n+1

となる. 和を取ると L̃n+1
Φ (t) =

∑ℓ̂
k=0

˜
L
(ℓĉk )

ĉk

n+1

であり, 式 (33) が示される. 式 (33) と

L̃n+1
Φ (t) = L̃ρn

Φ (t)によって, 定理 4.1が示される.
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S. Yuzvinsky (Eds.), Arrangements, local systems and singularities, Progr. Math. 283, Birkhäuser
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