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1 導入

グラフGは，頂点集合 V (G)と辺集合E(G)の組からなり，2つの頂点間の距離を 2点をつなぐ
pathに含まれる辺の個数の最小値として定義すると，距離空間として考えることができる．mag-

nitudeは，Leinster氏により定義された距離空間に対する不変量であり ([4])，グラフのmagnitude

homologyは，Hepworth氏とWillerton氏により，グラフのmagnitudeの圏化として導入された
ホモロジーである ([1])．グラフのmagnitude homologyを計算する手法については様々な研究が
あり，[1]では，グラフのmagnitude homologyについてのMayer-Vietoris系列や Kunnethの定
理が紹介されている．
　グラフの magnitude homologyに関する open problemの 1つとして，[1]に「magnitude ho-

mologyが torsionをもつグラフは存在するか」という問題があった．これに対して，「存在する」
ことが [3]で示された．
　グラフGの長さ `のmagnitude chain complex MCℓ

∗(G)は，2つの頂点を固定してできる sub-

complexにより chain complexとして直和分解できる : MCℓ
∗(G) =

⊕
a,b∈V (G)MCℓ

∗(a, b).

[2]は，グラフGの頂点 a, bに対して，単体複体Kℓ(a, b)とその部分複体K ′
ℓ(a, b)を定義し，chain

complex C∗(Kℓ(a, b),K
′
ℓ(a, b)) := C∗(Kℓ(a, b))/C∗(K

′
ℓ(a, b)) が，MCℓ

∗+2(G) の各 subcomplex

MCℓ
∗+2(a, b) と chain complex として同型となることを示している．これは特に長さ ` = 3, 4

のとき，グラフのmagnitude chain complexの (単体複体による )可視化を与えるものである．
　本稿では，[2]による単体複体のホモロジーを用いたグラフのmagnitude homologyの理解を通
じて，torsionをもつ，より頂点の少ないグラフを構成したことを紹介する．

2 単体複体とグラフ

この節では，[2]に従い単体複体やグラフに関する基本的な定義と，グラフのmagnitude homology

の定義をする．

定義 1 (単体複体) V を集合とし，P (V )を V のべき集合とする．S ⊂ P (V ) \ {∅}が以下をみた
すとき，単体複体と呼ぶ．

任意のA ∈ S，任意のB(6= ∅) ⊂ Aに対して，B ∈ S．

単体複体 Sの部分集合 S′が単体複体となるとき，S′を Sの部分複体と呼ぶ．

定義 2 (C∗(S)) X を全順序集合とし，S ⊂ P (X) \ {∅}を単体複体とする．

Ck(S) :=
⊕

{s0,··· ,sk}∈S,
s0<···<sk

Z〈s0, · · · , sk〉,



∂k : Ck(S) → Ck−1(S), {s0, · · · , sk} 7→
∑k

i=0(−1)i{s0, · · · , ŝi, · · · , sk}

と定めると，∂ ◦ ∂ = 0が示せるので，(C∗(S), ∂∗)は chain complexである．また，S′を Sの部分
複体とすると，C∗(S

′)は，chain complex C∗(S)の subcomplexである．このとき，

Ck(S, S
′) := Ck(S)/Ck(S

′),

∂̃k : Ck(S, S
′) → Ck−1(S, S

′), [x] 7→ [∂x]

と定めると，(C∗(S, S
′), ∂̃∗)は chain complexである．

定義 3 (グラフ) Gを単体複体とする．]A = 1をみたすA ∈ GをGの頂点と呼び，]A = 2をみ
たすA ∈ GをGの辺と呼ぶ．( ]A は集合Aの濃度を表す．) 任意のA ∈ Gに対して，]A ≤ 2が
成り立つとき，Gをグラフと呼ぶ．Gの頂点の集合を V (G)，辺の集合をE(G)と書く．

定義 4 (連結性) Gをグラフとする．{v0, v1}, {v1, v2}, · · · , {vk−1, vk} ∈ E(G) (v0, v1, · · · , vk ∈
V (G))を辺の列と呼ぶ．このとき，以下のように定める．

• a, b ∈ V (G)が連結
def⇔ a ∈ {v0, v1}, b ∈ {vk−1, vk}をみたす辺の列 {v0, v1}, · · · , {vk−1, vk} ∈

E(G)が存在する．

• グラフGが連結
def⇔ 任意の a, b ∈ V (G)が連結．

以下，グラフは連結とする．

定義 5 (グラフ上の距離関数) グラフGに対して，距離関数 dG : V (G)× V (G) → Z≥0を以下で
定める．

dG(a, b) :=

min{ k ∈ Z≥0 | ∃e1, · · · , ek ∈ E(G) sequence of edges s.t. a ∈ e1, b ∈ ek } (a 6= b)

0 (a = b)

定義 6 (sequence) G をグラフとする．tuple x = (x0, · · · , xk) ∈ V (G)k+1 が，任意の i ∈
{0, · · · , k−1}に対して，xi 6= xi+1をみたすとき，xを sequenceと呼ぶ．また，x = (x0, · · · , xk) :
sequence, y = (y0, · · · , yk′) ∈ V (G)k

′+1 : tuple で，任意の j ∈ {0, · · · , k′}に対して，xij = yj を
みたす 0 = i0 < · · · < ik′ = kが存在するとき，yを xの subsequenceといい，y ≺ xと書く．

注意 7 subsequenceは sequenceでなくてよい．

定義 8 (長さ) Gをグラフとする．x = (x0, · · · , xk) ∈ V (G)k+1に対して，

L(x) := d(x0, x1) + d(x1, x2) + · · ·+ d(xk−1, xk)

を xの長さと呼ぶ．

定義 9 (path) Gをグラフとし，k ≥ 1とする．tuple (x0, · · · , xk) ∈ V (G)k+1 が，任意の i ∈
{0, · · · , k − 1}に対して，d(xi, xi+1) = 1をみたすとき，G上の pathと呼ぶ．また，sequence

x = (x0, · · · , xk)に対して，x0, · · · , xkをこの順に通過する最短の pathを xの pathと呼ぶ．

注意 10 Gが一般のグラフのとき，sequence xに対して，xの pathは必ず存在するが，1つとは
限らない．



定義 11 (P≤ℓ(a, b)) Gをグラフとし，a, b ∈ V (G)とする．

• P≤ℓ(a, b) := { (x0, · · · , xk) = x : path in G | x0 = a, xk = b, L(x) = k ≤ ` },

• Pℓ(a, b) := { (x0, · · · , xℓ) = x : path in G | x0 = a, xk = b, L(x) = ` }.

定義 12 (smooth/singular) sequence x = (x0, · · · , xk)に対して，

d(xi−1, xi+1) = d(xi−1, xi) + d(xi, xi+1) (i ∈ {1, · · · , k − 1})

をみたす xiを xの smoothな点と呼び，smoothでない点を xの singularな点と呼ぶ．

定義 13 (グラフのmagnitude homology) ` ≥ 0を固定する．グラフ Gの magnitude chain

complex MCℓ
∗(G)を以下で定義する：

MCℓ
k(G) :=

⊕
x∈{x=(x0,··· ,xk)∈V (G)k+1 : sequence |L(x)=ℓ } Z〈x〉,

∂ : MCℓ
k(G) → MCℓ

k−1(G), ∂ :=
∑k−1

i=1 (−1)i∂i,

∂i(x0, · · · , xk) :=

(x0, · · · , x̂i, · · · , xk) (d(xi−1, xi+1) = d(xi−1, xi) + d(xi, xi+1))

0 (otherwise).

また，Gのmagnitude homologyを，MHℓ
k(G) := Hk(MCℓ

∗(G))と定める．

グラフのmagnitude homologyについて，以下の命題が明らかに成り立つ．

命題 14 ([2], Proposition 2.9.) ` ≥ 0を固定する．G :グラフ，a, b ∈ V (G)とする．MCℓ
∗(a, b)

を，aで始まり bで終わる sequenceで生成される，MCℓ
∗(G)の subcomplexとするとき，chain

complexとして以下の直和分解が成り立つ．

MCℓ
∗(G) =

⊕
a,b∈V (G)

MCℓ
∗(a, b)

3 単体複体を用いて，グラフのマグニチュードホモロジーを計算する手法

この節では，[2]にある，単体複体を用いてグラフのmagnitude homologyを計算する手法を紹
介する．MCℓ

∗(G)を分解してできた各MCℓ
∗(a, b)に対して，それと (chain complexとして )同型

となるような，単体複体のペアからなる chain complex C∗(Kℓ(a, b),K
′
ℓ(a, b))を構成する．

定義 15 (Kℓ(a, b),K
′
ℓ(a, b)) Gをグラフとし，a, b ∈ V (G), ` ≥ 3とする．

• Kℓ(a, b) := { ∅ 6= {(xi1 , i1), · · · , (xik , ik)} ⊂ V (G) × {1, · · · , ` − 1} | (a, xi1 , · · · , xik , b) ≺
∃(a, x1, · · · , xℓ′−1, b) ∈ P≤ℓ(a, b) },

• K ′
ℓ(a, b) := { {(xi1 , i1), · · · , (xik , ik)} ∈ Kℓ(a, b) | L(a, xi1 , · · · , xik , b) ≤ `− 1 }.

注意 16 (i)混乱のないときは，{(xi1 , i1), · · · , (xik , ik)}を {xi1 , · · · , xik}と書く．
(ii) Kℓ(a, b)は単体複体である．また，Kℓ−1(a, b)とK ′

ℓ(a, b)は，どちらもKℓ(a, b)の部分複体で
あり，一般にKℓ−1(a, b) ⊊ K ′

ℓ(a, b)となっている．



d(a, b) > `のとき，Kℓ(a, b) = ∅なので，以下，d(a, b) ≤ `と仮定する．

補題 17 ([2], Lemma 4.2.) {xi1 , · · · , xik}, {xi′1 , · · · , xi′k} ∈ Kℓ(a, b)が，L(a, xi1 , · · · , xik , b) =
L(a, xi′1 , · · · , xi′k , b) = `かつ，任意の s ∈ {1, · · · , k}に対して xis = xi′s をみたすとき，任意の
s ∈ {1, · · · , k}に対して is = i′sが成り立つ．

(証明) {xi1 , · · · , xik}, {xi′1 , · · · , xi′k} ∈ Kℓ(a, b)が仮定をみたすとき，

(a, xi1 , · · · , xik , b) ≺ ∃(a, x1, · · · , xℓ−1, b) ∈ Pℓ(a, b)

より，xi0 := aとすると，任意のs ∈ {1, · · · , k}に対して，is = is−1+d(xi(s−1)
, xis) =

∑s−1
n=0 d(xin , xi(n+1)

).

同様にして，i′s =
∑s−1

n=0 d(xi′n , xi′(n+1)
). よって，is = i′sがいえる．□

定理 18 ([2], Theorem 4.3.) ` ≥ 3, ∗ ≥ 0のとき，以下の chain complexとしての同型が成り
立つ：

(C∗(Kℓ(a, b),K
′
ℓ(a, b)),−∂) ∼= (MCℓ

∗+2(a, b), ∂).

この定理の証明では，準同型 t : C∗(Kℓ(a, b),K
′
ℓ(a, b)) → MCℓ

∗+2(a, b)を，[{xi0 , · · · , xik}] 7→
(a, xi0 , · · · , xik , b)を線形に拡張したものと定義し，それが well-definedで，同型写像であること
を示している．また，tが chain mapであることも計算により確かめられる．

系 19 ([2], Corollary 4.4.) ` ≥ 3とする．

k ≥ 3のとき，MHℓ
k(a, b)

∼= Hk−2(Kℓ(a, b),K
′
ℓ(a, b)).

k = 2のとき，MHℓ
2(a, b)

∼=

H0(Kℓ(a, b),K
′
ℓ(a, b)) (d(a, b) < `)

H̃0(Kℓ(a, b)) (d(a, b) = `).

(ただし，H̃0(Kℓ(a, b))は reduced homologyである．)

(証明) k ≥ 3のときは，命題18より明らか．k = 2のときを示す．MCℓ
∗(a, b), C∗(Kℓ(a, b),K

′
ℓ(a, b))

の境界作用素をそれぞれ ∂, ∂̃とおく．Im ∂3 ⊂ Ker ∂2 ⊂ MCℓ
2(a, b)より，以下の短完全列がある．

0 → Ker ∂2/ Im ∂3 → MCℓ
2(a, b)/ Im ∂3 → MCℓ

2(a, b)/Ker ∂2 → 0

ここで，

Ker ∂2/ Im ∂3 = MHℓ
2(a, b),

MCℓ
2(a, b)/ Im ∂3 ∼= C0(Kℓ(a, b),K

′
ℓ(a, b))/ Im ∂̃1 = H0(Kℓ(a, b),K

′
ℓ(a, b)),

MCℓ
2(a, b)/Ker ∂2 ∼= Im ∂2

より，以下も短完全列である．

0 → MHℓ
2(a, b) → H0(Kℓ(a, b),K

′
ℓ(a, b)) → Im ∂2 → 0.

MCℓ
1(a, b) =

Z〈a, b〉 (d(a, b) = `)

0 (d(a, b) < `)
であり，sequence (a, x, b) ∈ MCℓ

2(a, b)に対して，∂(a, x, b) =(a, b) (d(a, b) = `)

0 (d(a, b) < `)
より，Im ∂2 =

Z〈a, b〉 ∼= Z (d(a, b) = `)

0 (d(a, b) < `).
よって，d(a, b) < `のとき，
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図 1: 実射影平面の最小単体分割
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図 2: マグニチュードホモロジーが torsionをもつグラフ

MHℓ
2(a, b)

∼= H0(Kℓ(a, b),K
′
ℓ(a, b)). また，d(a, b) = `のとき，Im ∂2(∼= Z)は自由加群なので，

H0(Kℓ(a, b),K
′
ℓ(a, b))

∼= MHℓ
2(a, b) ⊕ Z. よって，K ′

ℓ(a, b) = ∅より，MHℓ
2(a, b)

∼= H̃0(Kℓ(a, b))

がいえる．□

注意 20 • K̃ℓ(a, b) := { ∅ 6= {(xi1 , i1), · · · , (xik , ik)} ⊂ V (G)×{1, · · · , `−1} | (a, xi1 , · · · , xik , b) ≺
∃(a, x1, · · · , xℓ′−1, b) ∈ Pℓ(a, b) }

• K̃ ′
ℓ(a, b) := { {(xi1 , i1), · · · , (xik , ik)} ∈ K̃ℓ(a, b) | L(a, xi1 , · · · , xik , b) ≤ `− 1 }

とするとき，次の chain complexとしての同型がいえる：

C∗(K̃ℓ(a, b))/C∗(K̃ ′
ℓ(a, b))

∼= C∗(Kℓ(a, b))/C∗(K
′
ℓ(a, b)).

よって，以下では，Kℓ(a, b)とK ′
ℓ(a, b)のペアの代わりに，K̃ℓ(a, b)と K̃ ′

ℓ(a, b)のペアを用いて考
えていくこととする．

4 マグニチュードホモロジーが torsionをもつグラフ

この節では [3]に従い，magnitude homologyが torsionをもつグラフの構成を紹介する．まず
poset の order complex ∆(P ) に対して，reduced chain complex C∗(∆(P )) とそのホモロジー
H̃k(P )を定義する．

定義 21 (order complex) P を posetとする．

∆(P ) := { (x0, · · · , xk) | k ≥ 0, xi ∈ P (i = 0, · · · , k), x0 < x1 < · · · < xk }

と定めると，これは単体複体である．∆(P )を P の order complexと呼ぶ．
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図 3: 図 2のグラフに対応する単体複体 K̃4(0̂, 1̂)

定義 22 (C∗(∆(P )), H̃k(P )) P を posetとし，∆(P )をP の order complexとする．C∗(∆(P ))を
∆(P )の reduced chain complexとする：

Ck(∆(P )) :=


⊕

x0<···<xk
Z〈x0, · · · , xk〉 (n ≥ 0)

Z (n = −1)

とし，∂k : Ck(∆(P )) → Ck−1(∆(P ))を

n ≥ 1のとき，∂k :=
∑k

i=0(−1)i∂k,i, ∂k,i(〈x0, · · · , xk〉) = 〈x0, · · · , x̂i, · · · , xk〉,

n = 0のとき，∂0 : C0(∆(P )) → Z, ∂0(〈x〉) = 1, ∀〈x〉 ∈ C0(∆(P ))

と定める．

コンパクトC∞多様体M の単体分割からなる単体複体 Sの face posetを P とするとき，∆(P )

は Sの重心細分からなる単体複体である．よって，∆(P )のホモロジーはもとの多様体M のホモ
ロジーと同型である : Hk(M ;Z) ∼= Hk(∆(P ))．P に最小元 0̂，最大元 1̂を加えた P̂ により構成
したグラフのmagnitude homologyをMHℓ

k(P̂ )と書くと，埋め込みHk−2(∆(P )) ↪→ MHℓ
k(P̂ )が

存在する ([3], Corollary 5.12. (1))．ここで，S を実射影平面の単体分割とすると，MH4
3 (P̂ )は

torsionをもつ ([3], Corollary 5.12. (3))．Sを実射影平面の最小単体分割 (図 1)とし，この torsion

をもつグラフを実際に図示したのが図 2である ([5] Figure 3)．

5 マグニチュードホモロジーが torsionをもつ，頂点の少ないグラフ

前節で紹介した，magnitude homologyが torsionをもつグラフ (図 2)について，3節で定義し
た単体複体 K̃4(0̂, 1̂)を図示すると，図 3 (境界を頂点の名前の通りに貼り合わせる )のような実射



影平面の単体分割になっている．これとは逆の操作として，閉曲面の (ある条件をみたす )単体分
割からなる単体複体のホモロジーを，magnitude homologyが部分加群としてもつグラフを構成す
ることを考え，以下の命題を得た．

命題 23 閉曲面の単体分割からなる単体複体 Sの 0-単体の集合のグループ分けAqB qCであっ
て，以下の条件 (i), (ii)をみたすものが存在するとき，K̃4(a, b) = Sとなるような a, bを頂点とし
てもつグラフGS が存在する (このとき，d(a, b) = 4となっている )．

(i) Sの各 2-単体に含まれる 3つの 0-単体がそれぞれすべて異なるグループに入っている．

(ii) 任意の {x} ∈ Bに対して，{x}を含む Sの 2-単体がちょうど 4個存在する．

(証明) 閉曲面の単体分割からなる単体複体 S の 0-単体の集合のグループ分け A q B q C が，条
件 (i), (ii)をみたしているとする．このとき，グラフGS を以下のように構成する．

V (GS) := {a, b} qAqB q C (a 6= b),

E(GS) := { {a, α} | {α} ∈ A} ∪ {{γ, b} | {γ} ∈ C} ∪ {{α, β} ∈ S | {α} ∈ A, {β} ∈
B} ∪ {{β, γ} ∈ S | {β} ∈ B, {γ} ∈ C }.

あとは，K̃4(a, b) = S を示せばよいが，{K̃4(a, b)の 2-単体 } = {S の 2-単体 }を示せば十分で
ある．

(ii) {K̃4(a, b)の 2-単体 } ⊃ {Sの 2-単体 }を示す．{α, β, γ} ∈ S ({α} ∈ A, {β} ∈ B, {γ} ∈ C)と
するとき，{α, β}, {β, γ} ∈ Sより，{α, β}, {β, γ} ∈ E(GS).よって，(a, α, β, γ, b) ∈ P4(a, b)

がいえるので，{α, β, γ} ∈ K̃4(a, b)である．

(ii) {K̃4(a, b)の 2-単体 } ⊂ {S の 2-単体 }を示す．{x0, x1, x2} ∈ K̃4(a, b)とすると，{x0} ∈
A, {x1} ∈ B, {x2} ∈ C であり，

(a, x0, x1, x2, b) ∈ P4(a, b) (⇔ {x0, x1}, {x1, x2} ∈ E(GS) ⇔ {x0, x1}, {x1, x2} ∈ S).

このとき，{x0, x1, x2} ∈ Sを示せばよい．Sは閉曲面の単体分割であるから，{x1}を含むSの
2-単体は，{α1, x1, γ1}, {α1, x1, γ2}, {α2, x1, γ1}, {α2, x1, γ2} ({α1}, {α2} ∈ A, {γ1}, {γ2} ∈
C)と書けて，{x1}を含む S の 1-単体は，{x1, α1}, {x1, α2}, {x1, γ1}, {x1, γ2}だけである．
{x0, x1} ∈ Sであり，x0 = α1としてよい．このとき，{x1, x2} ∈ Sで，条件 (i)より，x2 = γ1

または x2 = γ2であるが，どちらの場合も {x0, x1, x2} ∈ Sである．□

注意 24 閉曲面の単体分割からなる単体複体Sを用いて構成したグラフGSについては，d(a, b) = 4

より，K̃ ′
4(a, b) = ∅がいえる．よって，

MH4
k(GS) ⊃ MH4

k(a, b) = Hk−2(K̃4(a, b)) (k ≥ 3).

注意 25 命題 23の設定のとき，グラフGSから頂点 a, bと，aを含む辺，bを含む辺を全て取り除
いたものを posetとみなすと，単体複体 K̃4(a, b)はその posetの order complexである．

図 4にある実射影平面の単体分割からなる単体複体 Sは，命題 23の条件をみたしている．この
Sから構成したグラフGS が図 5であり，MH4

3 (GS) ⊃ H1(K̃4(a, b)) ∼= Z/2Z となっている．
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図 4: 単体複体 S（実射影平面の単体分割）
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図 5: 図 4の単体複体 Sに対応するグラフGS
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