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1 はじめに

パラエルミート対称空間とは, G-不変パラ複素構造 I と, I に関する G-不変パラエルミート計量 g

を備えた対称空間 G/L であり, Kaneyuki-Kozai [3] によって導入された概念である. ここで, パラエ

ルミート計量は擬リーマン計量であり,特にニュートラル計量であることに注意する. また,パラエル

ミート対称空間はパラケーラー等質空間であり, 自然にシンプレクティック形式が定義される. 表題

にあるパラ実形とは,パラエルミート対称空間の対合的反パラ正則等長変換の固定点集合の連結成分

のことである. これは,下川拓哉氏との共同研究 [7]にて導入された概念であり,同時に双曲軌道型絶

対単純パラエルミート対称空間内のパラ実形が分類された.

パラエルミート対称空間に似た空間に, 擬エルミート対称空間がある. 擬エルミート対称空間はエ

ルミート対称空間の一般化であり,特に単純既約擬エルミート対称空間の実形は Boumuki [2]により

分類された. 本稿では, 双曲軌道型絶対単純パラエルミート対称空間内のパラ実形と単純既約擬エル

ミート対称空間内の実形の関係について述べる.

2 パラエルミート対称空間内のパラ実形

はじめに,パラエルミート対称空間,パラ実形について復習する.

定義 2.1 (cf. [5]). G を連結リー群, L を G の閉部分群, σ̂ を G の対合的自己同型 (, id) とす

る. (G/L, σ̂) がアフィン対称空間であるとは, (Gσ̂)0 ⊂ L ⊂ Gσ̂ が成り立つことをいう. 但し,

Gσ̂ B {x ∈ G | σ̂(x) = x}, (Gσ̂)0 は Gσ̂ の単位連結成分を表す.

注意 2.1. (G/L, σ̂) をアフィン対称空間とする. このとき, Σ(aL) = σ̂(a)L for ∀aL ∈ G/L で定義され

る写像 Σ をアフィン変換とするような G/L 上の G-不変アフィン接続 ∇1 が唯一つ存在する. ∇1 を

(G/L, σ̂)の標準アフィン接続という. 更に, G/L上に G-不変擬リーマン計量 gが存在するとき,その

レビ・チビタ接続は標準アフィン接続に一致する (cf. [5]).

定義 2.2 (cf. [3]). (1) M を 2n次元多様体とする. M 上の (1, 1)型テンソル場 I がパラ複素構造であ

るとは,次の条件を満たすことをいう:

(i) I2 = id.



(ii) p ∈ M に対して, Ip : TpM → TpM の (+1) (resp. (−1))固有空間を T+p M (resp. T−p M)とした

とき, dim T+p M = dim T−p M.

(iii) [IX, IY] − I[IX,Y] − I[X, IY] + [X,Y] = 0 for ∀X,Y∈X(G/L).

このとき, (M, I)をパラ複素多様体という.

(2) (M, I), (M′, I′)をパラ複素多様体とし, Φ : M → M′ を可微分写像とする. 任意の p ∈ M に対して,

(Φ∗)p ◦ Ip = IΦ(p) ◦ (Φ∗)p (resp. (Φ∗)p ◦ Ip = −IΦ(p) ◦ (Φ∗)p)

が成り立つとき, Φはパラ正則 (resp. 反パラ正則)であるという.

(3) (M, I)をパラ複素多様体とし, gを M 上の擬リーマン計量とする. 任意の X,Y ∈ X(M)に対して,

g(IX,Y) + g(X, IY) = 0

が成り立つとき, gをパラエルミート計量といい, (M, I, g)をパラエルミート多様体という.

(4) (G/L, σ̂)をアフィン対称空間とする. G/L上に, G-不変パラ複素構造 I と, I に関する G-不変パラ

エルミート計量 gが存在するとき, (G/L, σ̂, I, g)をパラエルミート対称空間という.

注意 2.2. (G/L, σ̂, I, g) をパラエルミート対称空間とすると, g はパラケーラー計量になる. 即ち,

ω(X,Y) B g(X, IY) for X,Y ∈ X(G/L) とすると, ω は G/L 上のシンプレクティック形式となる

(cf. [3]).

定義 2.3. 実単純リー代数 gが絶対単純であるとは, gがある複素単純リー代数の実形になっているこ

とをいう. また,リー群 G,等質空間 G/Lが絶対単純であるとは, G のリー代数が絶対単純であること

をいう.

次に,半単純概効果的パラエルミート対称空間の基本的性質を述べる. 以下に述べる命題により,半

単純概効果的パラエルミート対称空間はリー代数のある特別な元によって特徴づけられることがわ

かる.

命題 2.1 (cf. [3, 4, 6]). (G/L, σ̂, I, g) を半単純概効果的パラエルミート対称空間, g を G のリー代数

g = l ⊕ uを σ̂∗ による gの ±1固有空間への分解とする. この時,以下を満たす Z ∈ lが一意的に存在
する:

(1) l = cg(Z).

(2) Io = aduZ.

更に,上記の Z に対して以下が成り立つ:

(3) CG(Z)0 ⊂ L ⊂ CG(Z).

(4) l = g0, u = g1 ⊕ g−1.

(5) σ̂∗ = exp
√
−1πadZ.

(6) CG(Z)0 ⊂ L̄なる任意の CG(Z)の開部分群 L̄に対し, G/L̄はパラエルミート対称空間になる.

特に Gが絶対単純であるとき,以下が成り立つ:

(7) gは gのキリング形式の 0でない定数倍の G-不変拡張である.



(8) dim z(l) = 1.

但し, z(l)は lの中心, cg(Z),CG(Z)はそれぞれ Z の中心化代数と中心化群を表し, CG(Z)0 は CG(Z)の

単位連結成分を表す. また, gλ (λ = 0,±1)は adZの λ固有空間を表す.

以下では,絶対単純パラエルミート対称空間を APHSと表すことにする*1.

注意 2.3. (1) (G/L, σ̂, I, g)を APHSとする. 命題 2.1より, G/L上のG-不変パラ複素構造で gと両立

するようなものは,符号 ±の差を除いて一意的であることがわかる.

(2) 命題 2.1で述べられている Z をパラエルミート対称空間 (G/L, σ̂, I, g)の特性元という.

(3) パラエルミート対称空間 (G/L, σ̂, I, g)の特性元 Z は双曲元である. 即ち, Z は半単純元で, ad Z の

固有値は全て実数である.

命題 2.1で述べられている Z に対して, L = CG(Z)となるとき, APHS (G/L, σ̂, I, g)は双曲軌道型で

あるという.

定義 2.4 (cf. [7]). (G/L, σ̂, I, g)をパラエルミート対称空間とし, R (, ∅) ⊂ G/Lとする. G/L上のある

対合的反パラ正則等長変換が存在して,その固定点集合の連結成分の一つと Rが一致しているとき, R

を (G/L, σ̂, I, g)のパラ実形という.

注意 2.4. パラエルミート対称空間において,対合的反パラ正則等長変換の固定点集合は連結であると

は限らない.

定理 2.1. (G/L, σ̂, I, g)を双曲軌道型 APHSとし,更に, G の中心は自明であるとする. R ⊂ G/Lに対

して,以下の (1)と (2)は同値:

(1) Rは原点 oを含む G/Lのパラ実形である.

(2) Rは原点 oを含む閉連結完備全測地的部分多様体で次を満たす:

(i) gp(TpR, Ip(TpR)) = {0} for ∀p ∈ R,

(ii) dimR = (1/2)dimG/L,

(iii) 誘導計量が非退化.

命題 2.2 (cf. [7]). (G/L, σ̂, I, g)を双曲軌道型 APHSとし,更に, Gの中心は自明であるとする. このと

き, G/L内の任意のパラ実形 Rは, G/L内の原点 oを含むパラ実形 Ro に G/Lのパラ正則相似変換で

移りあう.

ここで,双曲軌道型 APHS内のパラ実形は対称空間であることに注意しておく. 下川拓哉氏との共

同研究 [7]において, 双曲軌道型 APHS内のパラ実形を, パラ正則相似変換で移りあうものを除いて

分類した. この際,双曲軌道型 APHSの原点を固定する (反)パラ正則等長変換が特性元によって特徴

づけられることを示し, リー代数の理論を使ってパラ実形に対応する対称対を求めた. APHSのパラ

エルミート計量の一意性により,この分類はパラエルミート計量の選び方によらないことがわかる.

*1 absolutery simple para-Hermitian symmetric spaceの略



3 擬エルミート対称空間内の実形

次に,擬エルミート対称空間とその実形について復習する.

定義 3.1 (cf. [1]). (G/L, ρ̂)をアフィン対称空間とする. G/L上の G-不変複素構造 J と, J に関する G-

不変擬エルミート計量 gが存在するとき, (G/L, ρ̂, J, g)を擬エルミート対称空間という.

注意 3.1. (1) (G/L, ρ̂, J, g)を擬エルミート対称空間とすると, gは擬ケーラー計量になる.

(2) 単純擬エルミート対称空間 G/Lに対して

G/Lが既約⇐⇒ Gが絶対単純

が成り立つ. (cf. [8]).

パラエルミート対称空間の場合と同様に,擬エルミート対称空間もリー代数の特別な元で特徴づけ

られる. パラエルミート対称空間において,特性元はリー代数の双曲元であったが,擬エルミート対称

空間の場合は楕円元となることに注意しておく.

命題 3.1 (cf. [2,8]). (G/L, ρ̂, I, g)を半単純概効果的擬エルミート対称空間, gをGのリー代数, g = l⊕u
を ρ̂∗ による gの ±1固有空間への分解とする. この時,以下を満たす S ∈ lが一意的に存在する:

(1) L = CG(S ) = (Gρ̂)0.

(2) Jo = aduS.

更に,上記の S に対して以下が成り立つ:

(3) ρ̂∗ = exp πadS.

(4) u = [S , g].

特に Gが絶対単純であるとき,以下が成り立つ:

(5) gは gのキリング形式の 0でない定数倍の G-不変拡張である.

(6) dim z(l) = 1.

定義 3.2 (cf. [2]). (G/L, ρ̂, J, g) を擬エルミート対称空間, Φ を G/L の対合的反正則等長変換とする.

このとき, Φの固定点集合 (G/L)Φ を G/Lの実形という.

注意 3.2. 単純既約擬エルミート対称空間の実形は連結である (cf. [2]).

単純既約擬エルミート対称空間内の実形は [2]により,正則相似変換で移りあうものを除いて分類

された. 単純既約擬エルミート対称空間の実形に対しても,定理 2.1と同様のことが成り立つことに注

意しておく (cf. [2]).



4 パラ実形と実形の関係

Gを連結絶対単純リー群, gを絶対単純リー代数, gC を複素単純リー代数とする. このとき,

(1) R(G): 単純既約擬エルミート対称空間 G/Lとその実形 M の組 (G/L,M)全体からなる集合.

(2) P(G): 双曲軌道型 APHS G/H とそのパラ実形 Rの組 (G/H,R)全体からなる集合.

(3) dR(g): gの (0でない)半単純元 S で ad S の g上の固有値が 0,±
√
−1となるものと, gの対合的自

己同型 ηで η(S ) = −S を満たすものの組 (S , η)全体からなる集合.

(4) dP(g)で gの (0でない)半単純元 Z で ad Z の g上の固有値が 0,±1となるものと, gの対合的自

己同型 ξ で ξ(Z) = −Z を満たすものの組 (Z, ξ)全体からなる集合.

(5) dR(gC): gC の実形 r, (S , η) ∈ dR(r), η と可換な r のカルタン対合 θ で θ(S ) = S となるものの組

(r, S , η, θ)全体からなる集合.

(6) dP(gC): gC の実形 r, (Z, ξ) ∈ dP(r), ξ と可換な rのカルタン対合 τで τ(Z) = −Z となるものの組

(r,Z, ξ, τ)全体からなる集合.

上記で定めた集合に対して,以下のようにして同値関係を定義する

(1) (G/L1,M1), (G/L2,M2) ∈ R(G)に対して,

(G/L1,M1) ≃ (G/L2,M2)
def.⇐⇒ 正則相似変換 Φ : G/L1 → G/L2 が存在して, Φ(M1) = M2.

(2) (G/H1,R1), (G/H2,R2) ∈ P(G)に対して,

(G/H1,R1) ≃ (G/H2,R2)
def.⇐⇒ パラ正則相似変換 Φ : G/H1 → G/H2 が存在して, Φ(R1) = R2.

(3) (S 1, η1), (S 2, η2) ∈ dR(g)に対して,

(S 1, η1) ∼ (S 2, η2)
def.⇐⇒ gの自己同型 ϕが存在して, ϕ(S 1) = S 2, ϕ ◦ η1 = η2 ◦ ϕ.

(4) (Z1, ξ1), (Z2, ξ2) ∈ dP(g)に対して,

(Z1, ξ1) ∼ (Z2, ξ2)
def.⇐⇒ gの自己同型 ϕが存在して, ϕ(Z1) = Z2, ϕ ◦ ξ1 = ξ2 ◦ ϕ.

(5) (r1, S 1, η1, θ1), (r2, S 2, η2, θ2) ∈ dR(gC)に対して,

(r1, S 1, η1, θ1) ∼ (r2, S 2, η2, θ2)
def.⇐⇒リー代数の同型 ϕ : r1 → r2 が存在して,
ϕ(S 1) = S 2, ϕ ◦ η1 = η2 ◦ ϕ, ϕ ◦ θ1 = θ2 ◦ ϕ.

(6) (r1, S 1, η1, θ1), (r2, S 2, η2, θ2) ∈ dR(gC)に対して,

(r1,Z1, ξ1, τ1) ∼ (r2,Z2, ξ2, τ2)
def.⇐⇒リー代数の同型 ϕ : r1 → r2 が存在して,
ϕ(Z1) = Z2, ϕ ◦ ξ1 = ξ2 ◦ ϕ, ϕ ◦ τ1 = τ2 ◦ ϕ.

以上の記号の下,次が成り立つ.



命題 4.1 (cf. [2, 7]). Gを連結絶対単純リー群で中心が自明なもの, gをそのリー代数とする.

(1) 全単射 Fr : dR(g)/∼ → R(G)/≃が存在する.

(2) 全単射 Fpr : dP(g)/∼ → P(G)/≃が存在する.

命題 4.1について補足をしておく. 例えば, (Z, ξ) ∈ dP(g)としたとき, Gを gをリー代数にもつ連結

リー群で中心が自明なもの, H B CG(Z), σ̂ B exp
√
−1π ad Z とすると, (G/H, σ̂)はアフィン対称空間

となる. そこで, I を adg−σ̂∗Z の G-不変拡張, gを gのキリング形式の g−σ̂∗ 上への制限の G-不変拡張と

すれば (G/H, σ̂, I, g)は双曲軌道型 APHSになる. このとき, ξ から一意的に G/H の対合的反パラ正

則等長変換 Ξで原点を固定するものが誘導されることがわかる. そこで Rを Ξの固定点集合 (G/H)Ξ

の原点を含む連結成分とすれば, Rは G/H のパラ実形となり, (G/H,R) ∈ P(G)となる. 単純既約擬エ

ルミート対称空間の場合も同様である. 命題 4.1の対応はこのような構成法を基にして得られ,それが

上で定義した同値関係を保つということを意味している. ここで, dR(g)/∼ から dR(gC)/∼ への単射,

dP(g)/∼から dP(gC)/∼への単射が自然に構成できることにも注意する.

定理 4.1. gC を複素単純リー代数とする.

(1) 全単射 f : dR(gC)→ dP(gC)が存在する.

(2) F : dR(gC)/∼ → dP(gC)/∼, [(g, S , η, θ)] 7→ [ f (g, S , η, θ)]は well-definedで全単射である.

(3) (g, S , η, θ) ∈ dR(gC) に対して, (G/L,M) ∈ R(G) を (S , η) ∈ dR(g) から構成される単純既約擬

エルミート対称空間とその実形の組とする. また, (ḡ,Z, ξ, τ) B f (g, S , η, θ) とし, (Ḡ/L̄,R) を

(Z, ξ) ∈ dP(ḡ)から構成される双曲軌道型 APHSとそのパラ実形の組とする. このとき, M と Rは

等質空間として同型である.
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