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1 導入
離散微分幾何学において，可積分性をもつような離散化が行われている．有名な例としては，Ｋ曲

面（Gauss曲率が負で一定の曲面）の研究において，Bour [4] により sine-Gordon方程式との関係が
発見され，そして Bäcklund [1]は与えられたＫ曲面から新たなＫ曲面をえる変換（Bäcklund変換）を
考察した．さらに，Bianchi [2] により Bäcklund変換の重ね合わせの原理 (Bianchi permutability)

の存在が示され，そして [22, 25]でこの Bianchi permutabilityを用いたＫ曲面の離散化が考察され
た．一方で [12]では sine-Gordon方程式の離散化が考察され，[3]でこれら 2つの異なる対象に対す
る離散化が結びつけられた．さらに，[17]では，離散空間曲線の離散的な変形におけるフルネ枠とＫ
曲面の離散化が結びつけられた．
本稿では，[5]で考察された半離散双等温曲面 ([21])とポラライゼーションをもった曲線のDarboux

変換の関係と，[15, 16, 19, 20] で考察された，KdV 方程式と mKdV 方程式の離散化や半離散化
([11, 13]など）と離散化された曲線の変形におけるフルネ枠の両立条件との関係という 2つの異なる
対象に対する離散化を結びつける．

2 離散平面曲線の連続的等周変形と半離散ポテンシャル mKdV方
程式

まず始めに，[15, 18, 19]などで詳しく述べられている離散平面曲線の連続的等周変形について簡
潔に述べる。[8, 9, 14]なども参照されたい．x : Σ → R2 を離散的な区間 Σ ⊂ Zで定義された離散
平面曲線で，任意の n ∈ Σに対して det (xn − xn−1 xn+1 − xn) ̸= 0とする．xn における単位接ベ
クトル Tn と単位法ベクトル Nn を

Tn :=
xn+1 − xn

an
, Nn := R(π2 )Tn

∗ この発表は Joseph Cho と Wayne Rossmanとの共同研究に基づいている．



で定義する．ただし，an := |xn+1 − xn|とし，R(θ)は原点中心で角度 θの反時計回りの回転を表す
行列とする．すると，フルネの公式（[20]などを参照）

Fn+1 = FnR(κn+1) =: FnLn (1)

により，xn における離散曲率 κn を定義することができる．ただし，Fn = (Tn Nn)とする．ψn を
Tn の偏角とすると，

ψn+1 = ψn + κn+1.

が成り立つ．そこで弧長的な等周条件，すなわち，

a′n(s) = 0, |x′n(s)| ≡ 1

を満たすような区間 I ⊂ Rでの連続的変形 xn(s) : Σ× I → R2 を考える．wn を

x′n = coswnTn + sinwnNn

を満たすように定義すると，平行移動でない変形を考えることにより，

F ′
n = FnMn, Mn :=

1

an

(
0 2 sinwn

−2 sinwn 0

)
(2)

を得る．(1)と (2)の両立条件を考えると，

ψn =
θn+1 + θn

2
, κn =

θn+1 − θn−1

2
(3)

を満たすポテンシャル関数 θ は，半離散ポテンシャル mKdV 方程式 ([24, Equation (7)],[18,

Equation (4.21)]) (
θn+1 + θn

2

)′

=
2

an
sin

(
θn+1 − θn

2

)
(4)

を満たす．さらに θ は次のような幾何学的意味を持つ：

Theorem 2.1 ([6, Theorem 3.2]). θn(s) を xn(s) の変形方向の接ベクトル xn(s)
′ の偏角とする

と，θn(s)は (3)，(4)を満たす．

3 Darboux変換
ここでは，[5, 10] などで定義されている，ポラライゼーションが与えられた連続曲線に対し

ての Darboux 変換を，平面曲線の場合について述べる．以下では平面 R2 を C と同一視する．
x : (I, ds

2

m ) → Cで区間 I ⊂ R上で定義されたポラライゼーション ds2

m をもつ平面曲線を表すとす
る．ただしm : I → R× とする．ds2

m が

ds2

m
= |dx|2. (5)

を満たすとき，弧長的であるとよぶ ([5, p. 48])．



Definition 3.1 ([5, Definition 2.4]). 2曲線 x, x̂ : (I, ds
2

m ) → Cが，µ ∈ R× に対して，

cr ds2 =
x′x̂′

(x− x̂)2
ds2 =

µ

m
ds2 (6)

を満たすとき，x, x̂をパラメータ µの Darbouxペアとよぶ．

次に，Darboux 変換において弧長的なポラライゼーションが保たれるための条件を考える．
x, x̂ : (I, ds

2

m ) → Cをパラメータ µの Darbouxペアとすると，Λ := |x̂− x|2 は

Λ′ = 2(x̂− x) · x′
(

µ

m|x′|2
Λ− 1

)
(7)

を満たすことが確かめられる．ds2

m が xに対して弧長的であるとすると，(5)と常微分方程式の解の
一意性により次が得られる：

Proposition 3.2 ([6, Proposition 2.6]). x, x̂ : (I, ds
2

m ) → C をパラメータ µ の Darboux ペアと
し，ds2

m が xに対して弧長的であるとする．このとき，ds2

m が x̂に対しても弧長的であるための必要
十分条件は，ある 1点 s0 ∈ I で |x̂− x|2 = 1

µ となることである．

4 Infinitesimal Darboux変換（Darboux変形)

第 3章で紹介した，連続曲線に対する離散的な変形である Darboux変換を，第 2章で紹介した，
離散曲線に対する連続的な等周変形と結びつけるために，Darboux 変換におけるパラメータの役
割を入れ替えることによって，離散曲線に対する連続的な変形である infinitesimal Darboux 変換
（Darboux変形）を定義する．
まず，離散的な区間 Σ ⊂ Zで定義された離散平面曲線 x : Σ → Cに対して，Σの各辺で定義され

た，常に正または負の値をとる関数 µにより表される離散的なポラライゼーション µが与えられた
平面曲線 x : (Σ, 1

µ ) → Cを考える．µが

1

µ(n,n+1)
= |xn − xn+1|2 (8)

を満たすとき，弧長的であるとよぶ（[6, Definition 2.8])．

Definition 4.1 ([6, Definition 2.7]). x0 : (Σ, 1
µ ) → Cをポラライゼーション µをもつ離散曲線と

する．x0 の連続的変形 x : Σ× I → Cが，各辺 (n, n+ 1)において

x′nx
′
n+1

(xn − xn+1)2
ds2 =

µ(n,n+1)

m
ds2, m : I → R× (9)

を満たすとき，xをパラメータ関数mの infinitesimal Darboux変換，または Darboux変形という．

次に，第 3 章と同様に，Darboux 変形において弧長的なポラライゼーションが保たれるため
の条件を考える．x0 : (Σ, 1

µ ) → C を弧長的なポラライゼーション µ をもつ離散曲線とし，x を
x0 の Darboux 変形で，そのパラメータ関数を m とする．(9) より任意の (n, n + 1) に対して



xn(s), xn+1(s)は ds2

m をポラライゼーションにもつ，パラメータ µ(n,n+1) の Darbouxペアとなるこ
とがわかり，(7)と Proposition 3.2により，次が得られる：

Proposition 4.2 ([6, Proposition 2.10]). x0 : (Σ, 1
µ ) → Cを弧長的なポラライゼーション µをも

つ離散曲線とし，x : Σ× I → Cを x0 のDarboux変形で，そのパラメータ関数をmとする．任意の
s ∈ I に対して，µが離散曲線 xn(s)の弧長的なポラライゼーションとなるための必要十分条件は，
ある n0 ∈ Σに対して，ds2

m が連続曲線 xn0
(s)の弧長的なポラライゼーションになることである．

さらに，(4)と Proposition 4.2より，次のように第 2章の等周変形と Darboux変形を結びつける
ことができる：

Proposition 4.3 ([6, Proposition 3.3]). xn(s) : Σ × I → C を離散平面曲線 x0n = xn(s0) の等
周変形とする．x0 に弧長的なポラライゼーション µ(n,n+1) を与えると，xn(s)は弧長的なポラライ
ゼーションを保つ Darboux変形になる．

Proposition 4.2と Proposition 4.3をまとめると次の定理が得られる：

Theorem 4.4 ([6, Theorem 3.4]). 次の 3つの半離散系はすべて同値である：

• ポラライゼーションをもつ連続平面曲線の，弧長的なポラライゼーションを保つ Darboux変
換の繰り返し

• ポラライゼーションをもつ離散平面曲線の，弧長的なポラライゼーションを保つ Darboux

変形
• 離散平面曲線の等周変形

5 Darboux変形による半離散ポテンシャル mKdV方程式
最後に，第 4章で定義した Darboux変形を用いて半離散ポテンシャル mKdV方程式が，フルネ

枠を使わずに得られる過程を示す．
x : Σ × I → C を x0 : (Σ, 1

µ ) → C の弧長的なポラライゼーション µ を保つようなパラメータ
m : I → R× の Darboux変形とする．さらに，すべての nに対して s ∈ I は xn(s)の弧長パラメー
タであるとすると，(5)よりm = 1となる．各 nに対して kn を xn の曲率とすると x′′n = iknx

′
n と

なり，また θn を xn の接ベクトルの偏角とする，すなわち x′n = eiθn とすると，θ′n = kn が成り立
つ．各 (n, n+ 1)において，xn と xn+1 はパラメータ µ(n,n+1) の Darbouxペアになっているので，
µ(n,n+1) を単に µと書くと，(6)より，

(x′nx
′
n+1)

′ =
(
µ(xn+1 − xn)

2
)′

= 2
√
µ(eiθn+1 − eiθn)ei

θn
2 ei

θn+1

2

が成り立つ．一方で，

(x′nx
′
n+1)

′ = iθ′nx
′
nx

′
n+1 + iθ′n+1x

′
nx

′
n+1 = i(θ′n+1 + θ′n)e

iθneiθn+1

も成り立ち，右辺を比べることにより半離散ポテンシャル mKdV方程式 (4)が得られる．
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