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概要

正規代数多様体 X の開集合 U に対し，ある代数多様体 Z とアフィン直線 A1 との直積と同型であると

き，U を X のシリンダーという．Dubouloz-Kishimotoによって，del Pezzoファイブレーションの構造

をもつ正規代数多様体に垂直シリンダーという特殊なシリンダーを含むための条件が解明されており，その

考察は，ファイブレーションの生成ファイバーをみる事により，非代数閉体上に定義された rank oneの非

特異 del Pezzo曲面にシリンダーがいつ含むかを判定する事に帰着される．本稿では，非代数閉体上に定義

された rank one の高々 Du Val 特異点をもつ del Pezzo 曲面に対しシリンダーを含むための条件を与え，

彼らの結果を底空間が高々標準特異点をもつ場合へ拡張した事を報告する．

1 導入

本稿では，k を標数 0の体とし，k を k の代数閉包とする．また，特に断りのない限り，全ての代数多様体

の基礎体は kであるとする．代数多様体X の開集合 U に対し，適当な代数多様体 Z が存在して U ≃ Ar
k ×Z

をみたすとき，U を X の Ar
k-シリンダーという．また，A1

k-シリンダーの事を，単にシリンダーという．

例 1.1. シリンダーの具体例を挙げる：

(1) 射影空間 Pn
k に含まれる超平面H に対し，Pn

k\H ≃ An
k は Pn

k の An
k -シリンダーである．

(2) 3次元アフィン空間 A3
k の閉部分代数多様体 X := (xy = z2)と直線 L := (x = z = 0)を考える．この

とき，L ⊆ X に注意すると，X\L ≃ A1
k × A1

k,∗ は X の A1
k-シリンダーである．但し，A1

k,∗ はアフィ

ン直線 A1
k から 1点を取り除いたものである．なお直観的には，X は円錐であり Lはその母線である．

代数多様体X を与えたとき，X はどのようなシリンダーを含むか？そもそもX はシリンダーを含んでいる

のか？という自然な問いが生じる．次の事実は，この問いを考察する 1つのモチベーションであると言える：

定理 1.2 ([11, Theorem 3.1.9]). k = k とする．X を正規射影代数多様体とし，H を X 上の豊富な Q-因子

とする．このとき，次の 2つの主張は同値である：

(1) X は H-偏極シリンダーを含む．ここで，H-偏極シリンダー U とは，X のシリンダーであり，適当な

有効 Q-因子 Dが存在して，D ∼Q H かつ U = X\Supp(D)をみたす事をいう．

(2) アフィン代数多様体 Spec
(⊕

i≥0 H
0(X,OX(iH))

)
には有効 Ga-作用が存在する．

本稿では，反標準因子が豊富である正規射影代数多様体を Fano多様体といい，2次元の Fano多様体を del

Pezzo曲面という．そこで，どのような Fano多様体 X が，(−KX)-偏極シリンダーを含むのかを考えよう．

X が del Pezzo曲面であるとき，幾つかの結果が知られている：

定理 1.3 ([11, 12, 3]). k = k とする．S を非特異 del Pezzo 曲面とし，d を S の次数とする．即ち，

d := (−KS)
2 ∈ {1, . . . , 9}．このとき，S が (−KS)-偏極シリンダーを含むための必要十分条件は，d ≥ 4と

なる事である．



定理 1.4 ([4]). k = k とする．S は高々 Du Val特異点をもつ del Pezzo曲面とし，dを S の次数とする．即

ち，d := (−KS)
2 ∈ {1, . . . , 9}．このとき， S が (−KS)-偏極シリンダーを含まないための必要十分条件は，

d ≤ 3であって更に次の条件をみたす事である：

• d = 3のとき，S は非特異である；

• d = 2のとき，S は高々 A1-型の Du Val特異点しかもたない；

• d = 1のとき，S は高々 A1, A2, A3, D4-型の Du Val特異点しかもたない．

注意 1.5. k = k とし，S を del Pezzo曲面とする．上の 2つの定理は，(−KS)-偏極シリンダーの存在条件

に関するものであるが，(−KS)-偏極シリンダーとは限らないシリンダーの存在条件についても知られている．

即ち，S が非特異ならば常にシリンダーを含む事は容易に確かめる事ができ，S が高々 Du Val特異点をもつ

場合にシリンダーを含むための条件は [1]によって解明されている．

例 1.6. P3
k の次数 3 の非特異超曲面は次数 3 の非特異 del Pezzo 曲面である事が知られている．特に，

S := (x3 + y3 + z3 + w3 = 0) ⊆ P3
k = Proj(k[x, y, z, w]) は，定理 1.3 より (−KS)-偏極シリンダーを含ま

ない．更に定理 1.2 によって，Ŝ := Spec
(⊕

i≥0 H
0(S,OS(−iKS))

)
= (x3 + y3 + z3 + w3 = 0) ⊆ A4

k =

Spec(k[x, y, z, w]) には有効 Ga-作用が存在しない事が分かる．なお，Ŝ には有効 Ga-作用が存在しない事を

直接 (つまり可換環論的に)示すのは難しいようである ([10]も参照の事)．

本稿では深入りしないが，3次元及び 4次元の特殊な Fano多様体に対しても，幾つか結果が知られている

(例えば [2]をみよ)．

しかし，一般の正規射影代数多様体 X がどのような偏極シリンダーを含んでいるかを調べる事は，一般に

は難しい問題である．そこで，X は森ファイバー空間の構造 f : X → Y をもつという特殊な状況下において，

f に関する垂直シリンダーというシリンダーをいつ含むのかを考察してみる．森ファイバー空間の構造をもつ

事を仮定する動機については，ここでは割愛するが ([8]などを参照せよ)，垂直シリンダーとは次で定義され

るように支配的射 f : X → Y に依存する特殊な X のシリンダーである：

定義 1.7 ([7]). f : X → Y を k 上に定義された正規代数多様体間の支配的射とする．U ≃ Ar
k × Z を X の

Ar
k-シリンダーとする．このとき，ある射 g : Z → Y が存在して f |U = g ◦ prZ が成立するとき，U を f に関

する垂直 Ar
k-シリンダーという．但し，prZ : U ≃ Ar

k × Z → Z は自然な射影である．

垂直シリンダーを考察する意義は，次の事実にある：

補題 1.8 ([7, Lemma 3]). f : X → Y を k 上に定義された正規代数多様体間の支配的射とする．Xη を f の

生成ファイバーとする．即ち，Xη は Y の生成点 η を f で引き戻したものである．Xη の基礎体は，Y の関数

体 k(Y ) である事に注意する．このとき，f に関する垂直 Ar
k-シリンダーが存在するための必要十分条件は，

Xη が Ar
k(Y )-シリンダーを含む事である．

f に関する垂直シリンダーの存在条件の考察は，X が高次元であったとしても，補題 1.8によって低次元で

ある Xη にシリンダーが含まれているかどうかの考察に帰着できる．

さて，複素数体 C上に定義された正規射影代数多様体X が森ファイバー空間 f : X → Y の構造をもつとす

る．このとき，f は支配的射であり，f の生成ファイバー Xη は rank oneの Fano多様体*1である．その際，

Xη の基礎体 C(Y )は，代数閉体とは限らない事に注意する*2．従って，このときX が f に関する垂直シリン

ダーをいつ含むかという問題は，次の問題に帰着される：

*1 つまり，Fano多様体であって，Picard数 ρ(V )が 1という事である．
*2 dimY ≥ 1ならば，C(Y )は代数閉体にならない．



問題 1.9. 代数閉体とは限らない標数 0の体 k 上に定義された rank oneの Fano多様体 V に対し，V はいつ

シリンダーを含むか？

dimV = 1のときは，容易である．実際，V が非特異ならば V が k-有理点を含むとき，V が特異点をもつ

ならばその特異点は 1点でありしかもその特異点はカスプであるときである．

dimV = 2かつ V が非特異の場合は，次の結果が知られている：

定理 1.10 ([7, Theorem 1]). S を k上に定義された rank oneの非特異 del Pezzo曲面とし，dを S の次数と

する．

(1) S が A1
k-シリンダーを含むための必要十分条件は，d ≥ 5かつ V に k-有理点を含む事である．

(2) S が A2
k-シリンダーを含むための必要十分条件は，d ≥ 8かつ V に k-有理点を含む事である．

注意 1.11. 定理 1.10に関して幾つか注意を述べる：

(1) 次数 7の rank oneの非特異 del Pezzo曲面は存在しない．これは，次数 7の非特異 del Pezzo曲面は k

上に定義された 2本の (−1)-曲線の非交和 E を常に含んでおり，E を収縮する事によって P2
k へブロー

ダウンできるためである．従って，d ∈ {1, . . . , 6, 8, 9}である．
(2) S は曲面であるので，S の A2

k-シリンダーとは，アフィン平面 A2
k に他ならない．

(3) f : X → Y を C 上に定義された del Pezzo ファイブレーション (i.e., 相対次数 2 の森ファイバー空

間) とする．従って，f の生成ファイバー Xη は rank one の非特異 del Pezzo 曲面である．f の次数

(i.e., Xη の次数) が 4 以下であるとすると，定理 1.10 より f に関する垂直シリンダーは存在しない．

一方，次数が 4以下であっても，底空間 X にシリンダー (特に 3次元アフィン空間 A3
C)を含むような

del Pezzoファイブレーション f : X → Y は存在する ([7, Theorem 2])．

本稿では，定理 1.10での設定を S が高々 Du Val特異点をもつ場合へ拡張する事を考える．即ち，次の問

題を考える：

問題 1.12. S を k 上に定義された rank oneの Du Val del Pezzo曲面とするとき，S はいつシリンダーを含

むか？

本稿の主結果は，問題 1.12に対し完全な解答を与えたものである．しかし，得られた結果を述べるために

は，Du Val特異点に関する準備が必要であり，そのような準備を §2で行う．また，本稿の主結果は §3で述
べる．

2 Du Val特異点の表記

2.1 代数閉体上に定義された Du Val特異点

V を k上に定義された代数曲面とし，pを V 上の特異点とする．このとき，pの極小特異点解消 σ : Ṽ → V

に対し，σ の例外集合 E := σ−1(p) の任意の既約成分が (−2)-曲線*3であるときに，p を Du Val 特異点

という事にする．E の既約成分を双対グラフを用いて表したとき，An-型 (n ≥ 1)，Dn-型 (n ≥ 4)，En-型

(n = 6, 7, 8)のいずれかのルート系における Dynkin図形に対応している事が知られている (例えば [16]など

をみよ)．こうした背景から，例えば E の既約成分の双対グラフが An-型のルート系における Dynkin図形に

対応しているとき，Du Val特異点 pを An-型特異点などという．最後に，Du Val特異点は，有理二重特異点，

2次元標準特異点，2次元有理 Gorenstein特異点など，様々な同値な解釈が知られている事を述べておく．

*3 即ち，射影直線と同型で自己交叉数 −2の曲線の事である．



2.2 非代数閉体上に定義された Du Val特異点

一般に，代数多様体が特異点を含むという概念は，基礎体が代数閉体である場合に定義される概念である事

に注意しよう．そこで，代数閉体とは限らない体 k 上に定義された代数曲面 S に対し，S の k への係数拡大

Sk := S ×Spec(k) Spec(k)が高々 Du Val特異点をもつとき，S は高々 Du Val特異点をもつという事にする．

また，(上記の意味で)高々 Du Val特異点をもつ del Pezzo曲面の事を，単にDu Val del Pezzo曲面とい

う事にする．

非代数閉体 k上に定義された代数多様体Xを取り扱う際，Xを直接扱うのは一般に厄介であるため，次のよう

なテクニックを取り入れる場合がある．即ち，まずX を kの代数閉包 kへ係数拡大Xk := X×Spec(k)Spec(k)

を取る．この操作は，直観的には X を (局所的に)定義する多項式の係数の入れ物 k を k に拡大する操作と解

釈できる．このとき，Xk は k 上に定義された代数多様体であるため，代数閉体上に定義された代数多様体の

理論を援用する事ができる．また，Xk には Galois群 Gal(k/k)が自然に作用している．このとき，Xk の部

分集合 Y に対して，Y が k 上に定義されている事と Xk に作用している Galois群に対し Gal(k/k)-不変であ

る事は同値である事が知られている．従って，Xk で調べた (一部の)情報を Gal(k/k)-作用によって k 上に還

元する事ができる．例えば文献 [17]などに，このようなテクニックについて説明がある．

以下では，非代数閉体 k 上に定義された代数曲面 V に対し，k-有理点*4pが Vk で Du Val特異点であるよ

うなものについて注意を述べる．σ : Ṽ → V を pの k 上での極小特異点解消とし，E を σk の例外曲線とする

と，Ṽk に自然に作用する Gal(k/k)-作用に関して E は Gal(k/k)-不変である．このとき，E の各既約成分へ

の Gal(k/k)-作用の振る舞いを観察する事により，非代数閉体上に定義された Du Val特異点は代数閉体上に

定義された Du Val特異点の分類よりも更に詳細に特異点のタイプを区分できる：

定義 2.1. V を k 上に定義された代数曲面とし，pを V 上の k-有理点とし Vk 上で Du Val特異点であるとす

る．σ : Ṽ → V を pの k 上での極小特異点解消とし，E を σk の例外曲線とする．

(1) pが Vk の A1-型特異点であるとする：

• E(k) ̸= ∅であるとき，p ∈ V を A+
1 -型特異点という事にする．

• E(k) = ∅であるとき，p ∈ V を A++
1 -型特異点という事にする．

(2) n ≥ 2とし，pが Vk の An-型特異点であるとする：

• ρk(Ṽ )− ρk(V ) = nであるとき，p ∈ V を A−
n -型特異点という事にする．

• ρk(Ṽ )− ρk(V ) < nかつ E(k) ̸= ∅であるとき，p ∈ V を A+
n -型特異点という事にする．

• ρk(Ṽ )− ρk(V ) < nかつ E(k) = ∅であるとき，p ∈ V を A++
n -型特異点という事にする．

(3) n ≥ 4とし，pが Vk の Dn-型特異点であるとする：

• ρk(Ṽ )− ρk(V ) = nであるとき，p ∈ V を D−
n -型特異点という事にする．

• ρk(Ṽ )− ρk(V ) < nであるとき，p ∈ V を D+
n -型特異点という事にする．

(4) pが Vk の E6-型特異点であるとする：

• ρk(Ṽ )− ρk(V ) = nであるとき，p ∈ V を E−
6 -型特異点という事にする．

• ρk(Ṽ )− ρk(V ) < nであるとき，p ∈ V を E+
6 -型特異点という事にする．

注意 2.2. 定義 2.1について，幾つか注意を述べる：

(1) k = Rのとき，これらの定義は実Du Val特異点の定義の言い換えである (実 Du Val特異点について

は [15]をみよ)．但し例外的に，実 Du Val特異点の定義では，A−
1 -特異点も定義されている (A+

1 -型特

*4 k 上に定義された代数多様体 V 上の点 xが k-有理点であるとは，xの剰余体 k(x)が k に一致する事が定義であるが，Vk に自然

に作用する Galois群 Gal(k/k)に関して Gal(k/k)-不変であるような Vk 上の閉点と解釈しても良い．



異点と同一視される)が，本稿では (主結果の述べる関係上) A−
1 -特異点は定義せず，A−

1 -特異点に相当

するものは全て A+
1 -型特異点として扱っている事に注意する．

(2) ρk(Ṽ ) − ρk(V ) = n (resp. ρk(Ṽ ) − ρk(V ) < n)は，E への Galois群 Gal(k/k)の作用に対し，任意

の E の既約成分が Gal(k/k)-不変である (resp. Gal(k/k)-不変でないような E の既約成分が存在する)

事を意味する．

(3) nを正整数とし，pを Vk 上の k-有理な An-型特異点とすると，pの極小特異点解消による例外因子 E

は，n本の (−2)-曲線の鎖状である．即ち，nが偶数ならば，鎖状の中心にある 2本の (−2)-曲線の交

点は k-有理点である．従って，A++
n -型特異点という概念は，nが奇数の場合にのみ定義できる．

(4) pが Vk 上の k-有理な E7 または E8-型特異点であるとき，常に ρk(Ṽ )− ρk(V ) = nをみたしている．

2.3 Du Val del Pezzo曲面の分類と注意

一般に，標数 0の代数閉体上に定義された Du Val del Pezzo曲面は，極小特異点解消によって得られる非

特異 weak del Pezzo曲面と 1:1の対応があり，また非特異 weak del Pezzo曲面は次数と自己交叉数が負の曲

線の構造に関して分類されている事が知られている ([9, 6]などを参照せよ)．特に，V を k 上に定義された次

数 2 (resp. 次数 1)の Du Val del Pezzo曲面とし，A5-型特異点 (resp. A7-型特異点) pを含んでいるとする．

このとき，V の極小特異点解消 σ : Ṽ → V に対し，E := σ−1(p)の双対グラフの中心の頂点に対応する (−2)-

曲線 E0 に関して，主張「E0 と交わる (−1)-曲線が存在する．」を考える．この主張が成立するとき，pを V

の (A5)
′-型特異点 (resp. (A7)

′-型特異点)と書く事にし，この主張が成立しないとき，pを V の (A5)
′′-型特異

点 (resp. (A7)
′′-型特異点)と書く事にする*5．なお，この表記は [4]を参考にした．

3 主結果

次が，本稿の主結果である：

定理 3.1 ([20]). S を代数閉体とは限らない標数 0の体 k 上に定義された rank oneの Du Val del Pezzo曲面

とし，dを S の次数とする．

(1) d ≥ 5ならば，S はシリンダーを含む．

(2) d = 3, 4のとき，S がシリンダーを含むための必要十分条件は，S に A++
1 -型特異点ではない k-有理な

特異点をもつ事である．

(3) d = 1, 2のとき：

(i) d = 2 (resp. d = 1)かつ Sk に A6, A7, Dn, En-型特異点 (resp. A8, D6, D7, D8, E7, E8-型特

異点)をもつならば，S はシリンダーを含む．

(ii) d = 2 (resp. d = 1)かつ Sk に (A5)
′′-型特異点 (resp. (A7)

′′-型特異点)をもつとき*6，S はシリ

ンダーを含むための必要十分条件はその特異点が S 上で (A++
5 )-型特異点 (resp. (A++

7 )-型特異点)

でない事である．

(iii) d = 2 (resp. d = 1)かつ Sk が高々 A1-型特異点 (resp. 高々 A1, A2, A3, D4-型特異点)しかもた

ないならば，S はシリンダーを含まない．

(iv) Sk は上の (i)–(iii)のいずれの仮定もみたしていないとき，S にシリンダーを含むための必要十分

条件は S が A−
n , D

−
n , E

−
n -型のいずれかの特異点をもつ事である．

*5 非自明な事実だが，上記の主張が成立するならば，E0 と交わる (−1)-曲線は一意であり，上記の主張が成立しないならば E0 と交
わる 2本の (−2)-曲線と交わる (−1)-曲線がそれぞれ一意的に存在する．

*6 この Sk 上の特異点は，明らかに k-有理点である事が分かる．



C上に定義された支配的な射影的射 f : X → Y で，全空間 X が高々標準特異点しかもたず，f の生成ファ

イバー Xη が rank oneの del Pezzo曲面であるとき，f を canonical del Pezzoファイブレーションとい

う事にすれば*7，Xη は定理 3.1の条件をみたす曲面になるため，canonical del Pezzoファイブレーションに

関する垂直シリンダーの存在条件は Xη の次数と特異点をみる事により判別する事が可能である．

なお，今回の報告では深入りしない予定であるが，シリンダーの条件を強めて A2
k-シリンダー (i.e., アフィ

ン平面 A2
k)を含むための条件についても，次のように得られている：

定理 3.2. S を定理 3.1 のものとしたとき，S が A2
k-シリンダーを含むための必要十分条件は，d ≥ 5 また

は (d, singularities) = (4, D5), (4, D4), (4, A2 + 2A1), (4, A2), (3, E6), (3, D4), (2, E7), (2, E6), (2, A6),

(1, E8)のいずれかとなる事である．

注意 3.3. 定理 3.2において，実は，Sk のもつ特異点を高々対数的標準特異点まで悪くしても類似の結果が得

られている．関連した先行研究については，[13, 14]を参照されたい．

4 具体例

定理 3.1に関する具体例を幾つか紹介する：

例 4.1. f : X → Y を次数 3 または 4 の canonical del Pezzo fibration とし，Xη を f の生成ファイバーと

し，Y は曲線であると仮定する．このとき，定理 3.1(2)によれば，f に関する垂直シリンダーが存在するため

の必要十分条件は，Xη に A++
1 -型でない C(Y )-有理な特異点を含む事であった．そこで，Xη にはX

η,C(Y )
上

で A1-型であるような C(Y )-有理な特異点 pを含むと仮定する．すると，pの極小特異点解消による例外集合

E は，C(Y )-有理点をもつ．これは，Y が曲線であるため，Tsenの定理によって，C(Y )が C1-体である事よ

り従う．従って，Xη は A++
1 -型特異点を決してもたない事から，f に関する垂直シリンダーが存在するための

必要十分条件は，Xη が C(Y )-有理な特異点を含む事である．

例 4.2. 基礎体 kが C1-体でないとき，次数 3または 4の rank oneの Du Val del Pezzo曲面 S に対し，S は

k-有理な特異点を含むがシリンダーを含まないケースが存在する．その具体例を紹介する．k = Rとし，4次

元射影空間 P4
R の完全交叉：

S :=
(
x2 + y2 + wv = 0, zw + wv + vz = 0

)
⊆ P4

R = Proj(R[x, y, z, w, v])

を考える．Sは次数 4のDu Val del Pezzo曲面である．更に簡単な計算によって，SCは，点 [1 :±
√
−1:0 :0 :0]

でそれぞれ A1-型特異点 p± を，点 [0 : 0 : 1 : 0 : 0] で A1-型特異点 p をもつ事が確かめられる．特に，2 点

p+, p− ∈ SC は Galois群 Gal(C/R)の作用によって互いに移り合う事に注意すると，S は rank oneであり，

R-有理な特異点 pをもつ事が確かめられる．このとき，p ∈ SC の極小特異点解消によって得られる例外曲線

は，局所的にパラメーター (s, t)を用いて：(
s2 + t2 + 1 = 0

)
⊆ A2

C = Spec(C[s, t])

と表される．従って，p は S 上で A++
1 -型特異点であるため，定理 3.1(2) によって S はシリンダーを含ま

ない．

例 4.3. 最後に，canonical del Pezzo ファイブレーションの非自明な具体例を紹介する．k = C(t) とし，

*7 ここでいう canonical del Pezzoファイブレーションに対し，然るべき条件を課す事によって，高々標準特異点をもつ相対次数 2

の森ファイバー空間になる．



(O, tO)を C(t)の離散付値環とし*8，C上に定義された 3次元代数多様体 Xn を次のように定める：

Xn :=
(
tnw2 + x2y2 + yz3 = 0

)
⊆ P(1, 1, 1, 2)× Spec(O)

但し，nは整数であり，P(1, 1, 1, 2) = Proj(C[x, y, z, w])である*9．このとき，Xn を O-スキームとみなす事

で，構造射 fn : Xn → Spec(O)が定まる．Spec(O)の生成点を η とすれば，fn の生成ファイバー Xn,η は次

のように表せる：

Xn,η :=
(
tnw2 + x2y2 + yz3 = 0

)
⊆ P(1, 1, 1, 2)

但し，P(1, 1, 1, 2) = Proj(C(t)[x, y, z, w])である．Sn := Xn,η とおく事にすれば，簡単な計算によって，Sn,k

は，点 [1 : 0 : 0 : 0]で A5-型特異点 p5 を*10，点 [0 : 0 : 1 : 0]で A2-型特異点 p2 をもつ事が確かめられる．従っ

て，Sn は次数 2の rank oneの Du Val del Pezzo曲面である事が分かり，特に fn は次数 2の canonical del

Pezzoファイブレーションである．更に，σn : S̃n → Sn を極小特異点解消とすれば，S̃n,C(t) には 2本の (−1)-

曲線を含み，これらの Gal(C(t)/C(t))-軌道は共通であり*11，次のような S̃n に含まれる曲線の和集合に対応

する双対グラフが得られる：

•

◦ JJJJ
◦ ◦ ◦ ◦

• tt
tt

◦
JJ

JJ

◦

◦tttt

ここで，◦は (−2)-曲線を意味し，•は (−1)-曲線を意味する．従って，定理 3.1(3)(iv)より，Sn がシリンダー

を含むために必要十分条件は，p2 が Sn 上で A−
2 -型特異点である事である．この条件をより精密に考察する．

p2 の極小特異点解消によって得られる例外集合は，局所的にパラメーター (u, v)を用いて：(
tnu2 + v2 = 0

)
⊆ A2

C(t) = Spec(C(t)[u, v])

と表される．従って，p2 が Sn 上で A−
2 -型特異点であるための必要十分条件は，多項式 tnu2 + v2 が C(t)[u, v]

上で既約である事であり，更にそれは nが偶数である事と同値である．以上によって，fn に関する垂直シリ

ンダーが存在するための必要十分条件は，nが偶数である事と結論付けられる．
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