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概要
近年, スペクトラルグラフ理論では, 隣接行列の固有ベクトルからグラフの性質に迫る研究が盛
んに行われている. Ganguly-Srivastava (2019)は, localizedな固有ベクトルの情報から正則グ
ラフの内周の上界を示し, その最適性も示した. Alon-Ganguly-Srivastava (2020)は, 全ての奇
素数 d に対して, Ganguly らの上界の最適性を示す (d + 1)-正則グラフを構成し, また, それら
がエクスパンダ―グラフであることも示した. 本稿では, Alonらの構成を一般の次数に拡張する.

ここでは, prime gapに関する結果が重要な役割を果たす.

1 導入
スペクトラルグラフ理論の主な目的の１つは, グラフの様々な性質をそのグラフの隣接行列のスペ

クトラムから解明していくことにある. 本稿では, 簡単のため, 多重辺やループを許さない単純 (無
向)グラフを考える. なお, n頂点グラフ Gに対し, その頂点集合と辺集合をそれぞれ V (G), E(G)

と表す. グラフ Gの隣接行列 A(G)は, 各行各列が Gの頂点でラベル付けされた n次 0-1正方行列
であり, その (u, v)-成分は Gにおいて 2頂点 u, v が隣接する場合にのみ 1であるとする. 本稿では,

ノルムが 1であるような A(G)の固有ベクトルを考える. また, Gの内周を G内の最短閉路の長さと
定義し, girth(G)と表す. 内周は直観的にはグラフの「疎さ」を示す量ととらえられ, 彩色数との関連
性や Ramsey数, Turan数の評価などのグラフ理論的問題において長く研究されてきたのみならず,

Hash関数の構成とその性能保証などの暗号理論の研究などにおいても重要な量になる. 以下では, グ
ラフの中でも各頂点に一定個数の辺が接続する正則グラフのクラスに着目する. 特に, 整数 d ≥ 0に
対して, 各頂点にちょうど (d+ 1)本の辺が接続する正則グラフを (d+ 1)-正則グラフとよぶ.

Brooks-Lindenstrauss [2] は, 整数 d ≥ 2 と (d + 1)-正則グラフ G に対して, A(G) の任意の固
有ベクトル v = (vx)x∈V (G), 任意の実数 ε ∈ (0, 1), さらに ||vS ||22 :=

∑
x∈S v2x ≥ ε なる任意の

S ⊂ V (G)に対して, 以下の不等式が成り立つことを示した.

|S| ≥ Ωd(ε
2d2

−7ε2girth(G)) (|V (G)| → ∞). (1)

ここで, A(G) の固有ベクトル v = (vx)x∈V (G) が, ある k-点部分集合 S ⊂ V (G) に対して
||vS ||22 ≥ ε を満たすとき, 固有ベクトル v は (k, ε)-localized であるという. したがって, Brooks-

Lindenstrauss の結果を言い換えると, もし A(G) が (k, ε)-localized な固有ベクトルをもてば,

k ≥ Ωd(ε
2d2

−7ε2girth(G))が成り立つ, ということになる. ここで重要なことは, 隣接行列の固有ベク



トルの情報から, グラフの幾何学的な情報である内周の上界式が得られるという点である.

その後 Ganguly-Srivastava [4]は. 同様の仮定の下で以下の不等式を示し, (1)式を改善した.

|S| ≥ εd(
ε
4 ·girth(G))

2d2
. (2)

さらに, 任意の整数 d ≥ 2と任意の実数 ε > 0に対して, Ganguly-Srivastava [4]は, 無限個の正の整
数mに対して, ある (d+ 1)-正則グラフ Gm が存在し, girth(Gm) ≥ (1/8) logd(m)かつ A(Gm)が
k = O(d4ε·girth(Gm)) (m → ∞)なる (k, ε)-localizedな固有ベクトルを持つことを示した. したがっ
て, (2)式は概ね最善であることが示される.

上述の Ganguly-Srivastavaの (d + 1)-正則グラフの存在証明は確率的手法に基づく非構成的な証
明であるのに対し, Alon-Ganguly-Srivastava [1]は以下の定理を, グラフを明示的に構成することで
証明した.

定理 1（[1]） 任意の奇素数 d, 任意の実数 ε ∈ (0, 1), そして任意の実数 α ∈ (0, 1/6)に対し, 無限個
の正の整数mに対して, ある (d+ 1)-正則グラフ Gm が存在し, 以下が成り立つ.

1. girth(Gm) ≥ 2α log2d−1(m) ≥ 2α logd(m) · (1− log 2
log(2d−1) );

2. 隣接行列 A(Gm) は ⌊α logd(m)⌋ 個の固有値 λ1, λ2, . . . , λ⌊α logd(m)⌋ をもち, 各々の固有値は
k = O(mα) (m → ∞)なる (k, ε)-localizedな固有ベクトルをもつ.

さらに, 特筆すべきことに, 定理 1において明示的に構成された (d+ 1)-正則グラフに対して, その
隣接行列の (絶対値の意味で) 2番目に大きな固有値 (第 2固有値)は高々 3√

2

√
d ≈ 2.121

√
dであり,

ほぼ最適な spectral gapをもつ. すなわち, これらのグラフはほぼ最適なエクスパンダ―グラフとな
る (詳しくは, [3], [5]などを参照されたい).

2 主結果
本稿では, 定理 1の一般の次数への拡張を考える. 以下の定理は, 任意の (奇素数とは限らない) 整

数 d ≥ 29に対して, (d+ 1)-正則グラフに対する (2)式が概ね最適であることを示す (d+ 1)-正則グ
ラフを, 整数論における prime gapに関する結果を用いた明示的な構成によって与える.

定理 2 任意の整数 d ≥ 29, 任意の実数 ε ∈ (0, 1), そして任意の実数 α ∈ (0, 0.163...)に対し, 無限
個の正の整数mに対して, ある (d+ 1)-正則グラフ Gm が存在し, 定理 1と同じ条件が成立する.

ここで定理 1と定理 2を比べると, 定理 2において, αは 0.163...未満である必要があるため, 内
周の評価式が少し弱くなっているものの, 依然として Ganguly-Srivastava [4]が非明示的に存在性を
示したグラフの内周の下界式より sharpである.

次の定理では, 定理 1における第 2固有値の評価を保持するように, 定理 1をより一般の次数に拡
張している.

定理 3 整数 d ≥ 2は, p − t < ( 5
2
√
6
− 1)

√
t ≈ 0.02

√
tなるある素数 pと正の整数 t < pに対して,

d ∈ [t, p]を満たすとする. このとき, 任意の実数 ε ∈ (0, 1)と任意の実数 α ∈ (0, 1/6)に対して, 無限



個の正の整数 mに対しある (d + 1)-正則グラフ Gm が存在し, 定理 1と同じ条件が成立する. さら
に A(Gm)の第 2固有値は, 高々 3√

2

√
d ≈ 2.121

√
dである.

Prime gapに関する整数論的な結果を用いると, 定理 3はほとんどすべての正の整数 dをカバーし
た結果を与えていることが示される.
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