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概要

任意の非整数 α > 0 に対して，nα (n = 1, 2, . . .) の整数部分からなる数列を Piatetski-

Shapiro列という．集合 PS(α)をその項を集めた集合とする．本講演では，方程式 ax+by = cz

が無限個の解 (x, y, z) ∈ PS(α)3 を持つような α を集めた集合について議論し，その集合の

Hausdorff次元の下からの評価を与える．系として，PS(α)が無限個の長さ 3の等差数列を含む

ような α > 2は非加算無限個存在することがわかった．本研究は名古屋大学の松坂俊輝氏との共

同研究である．

1 問題の背景と得られた結果

本講演では名古屋大学の松坂俊輝氏との共同研究で得られた結果 [MS20] について話していく．

まず，任意の x ∈ R に対して，⌊x⌋ を x の整数部分とする． 任意の非整数 α > 0 に対して，数

列 (⌊nα⌋)∞n=1 を指数 α の Piatetski-Shapiro 列といい， PS(α) = {⌊nα⌋ : n ∈ N} とおく． 方程
式 f(x1, . . . , xn) = 0 が無限個の #{x1, . . . , xn} = n を満たす解 (x1, . . . , xn) ∈ PS(α)n を持つと

き，方程式は PS(α)で solvableであるという．本講演では，固定された a, b, c ∈ Nに対して，線形
Diophantine方程式

ax+ by = cz (1.1)

の PS(α) での solvability について議論する．先行研究を挙げると，任意の θ, η ∈ R で θ ̸∈ {0, 1}
を満たすものに対して，Glasscockは 2変数の方程式 y = θx + η の PS(α)での solvabilityについ

て研究している [Gla17,Gla20]．その結果，方程式 y = θx + η が無限個の解 (x, y) ∈ N2 を持つと

き， Lebesgue測度の意味でほとんど至る 1 < α < 2に対して，方程式が PS(α)で solvableである

ことがわかった．さらに，ほとんど至る α > 2に対して，方程式が PS(α)で solvableでないことも

わかった．この結果の応用として， 任意の a, b, c ∈ Nに対して，gcd(a, c)|bを満たすならば，ほと
んど至る 1 < α < 2 に対して，方程式 z = (a/c)x + (b/c)が PS(α) で solvableになることがわか

る． すなわち，y = 1 = ⌊1α⌋とおくことで，gcd(a, c)|bを満たすならば，方程式 (1.1)は PS(α)で

solvableであることがわかる． 一方で，各 α > 2に対して，方程式 (1.1)が PS(α) で solvableであ

るか否かはわかっていなかった．

そこで，本講演では方程式 (1.1)が PS(α)で solvableになるような α ∈ [s, t]を集めた集合につい

て議論する．ただし，2 < s < tとする．定理を紹介する前に，{x} を実数 xの小数部分と定義し，

dimH X を集合 X ⊆ R の Hausdorff 次元と定義する．Hausdorff 次元の定義はここでは与えない．

文献 [Fal14]を見よ．



Theorem 1.1. a, b, c ∈ Nとする．任意の実数 2 < s < tに対して，

dimH{α ∈ [s, t] : ax+ by = cz が PS(α)で solvable}

≥


(
s+

s3

(2 + {s} − 21−⌊s⌋)(2− {s})

)−1

if a = b = c

2

(
s+

s3

(2 + {s} − 21−⌊s⌋)(2− {s})

)−1

otherwise

が成立する．

ここで，得られた下界はどの場合も正である．よって，Hausdorff次元が正であることから，この

集合は任意の 2 < s < tに対して，非可算濃度であることがわかる．さらに，次が容易に示される:

Corollary 1.2. 任意の閉区間 I ⊂ (2,∞)に対して， 方程式 ax+ by = cz が PS(α)で solvableで

あるような α ∈ I を集めた集合は非可算濃度で I に稠密である．

特に，a = b = 1, c = 2の場合，方程式 (1.1)と#{x, y, z} = 3を満たす組 (x, z, y)は長さ 3の等

差数列である．したがって，Corollary 1.2により， 次が成立する．

Corollary 1.3. 任意の閉区間 I ⊂ (2,∞)に対して，PS(α)が無限個の長さ 3の等差数列を持つよ

うな α ∈ I を集めた集合は非可算濃度で I に稠密である．

講演では等差数列と Piatetski-Shapiro 列についての先行研究をいくつか紹介する．さらに，

PS(α)が無限個の長さ 3の等差数列を持つような α > 2の存在性について証明を与え，時間が許せ

ば Hausdorff次元についても議論する．
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