
粒子反応拡散方程式の数学的取り扱いについて
無所属

岡本守 (Mamoru OKAMOTO)

概要
領域上の点の運動と，領域上の物理量の発展を記述する方程式のクラスとして，粒子反応拡散
方程式を提案し，簡単な例について初期値問題の可解性と特殊解の存在条件を与える．特に，特
殊解の存在条件に対する結果は，ある自走粒子系で見られる特徴的な運動に関する知見を直接的
に与えるものである．

1 はじめに
集団が作り出すダイナミクスを理解しようとする試みにおいては，まず Vicsek の報告が挙げられ

る [1]．Vicsek はこの報告の中で，相互作用する多数の粒子が全体としてどのような挙動を示すかと
いうことを取り扱い，粒子の運動に加えられるノイズの大きさと粒子の密度によってある種の分岐現
象が起こることを数値的に示した．Vicsekのものよりも現実に近い設定として，場と粒子の相互作
用によって生じる集団運動が考えられる．そのような運動を記述するための方程式系として，次のよ
うな粒子反応拡散方程式を提案する：

m
d2xc

dt2
+ µ

dxc

dt
= G[u](xc, t),

∂u

∂t
= Au+ F [xc],

0 < t, x,xc(t) ∈ Ω.

(1)

ここで，Ωは運動を考える領域であり，xc は運動を考える対象の座標，uは運動に対して本質的に
重要と考えられる物理量を表す．後で述べるように，例えば界面活性剤を用いて自走粒子系において
は，uとしては界面活性剤濃度を考えるのが適当であろう．Aは粒子の影響が無い場合の uの発展を
記述する作用素である．典型的には以下のような例が考えられる：

A := D∆, A := v · ∇, A := D∆− k,

左が拡散，中央が移流を表現し，一番右は後の例で再び登場するもので，拡散と領域からの指数的な
除去を表現している．
このような粒子反応拡散方程式は全く新しい概念という訳ではなく，各論的には知られ，また研究
も行われている．例として，界面活性剤，特に樟脳を用いた自走粒子系で用いられているモデル方程
式がある．重要なパラメータの同定，制御が困難である生物系とは異なり，研究室内で実験が完結
し，制限はあるものの比較的簡単に種々のパラメータを制御することができることから，この系は実



験的にも知られている．実際に樟脳を用いた系は多くの実験がなされており，実験的，理論的な解析
が進められている [2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10]．理論的な解析には多くの報告で同じ数理モデル，ある
いはその変種が用いられ，数値計算を援用しすることによってそのモデル方程式の分岐構造を調べよ
うと試みた報告もある [7, 10]．また，純粋に数学的な結果も得られており，粒子が停止していること
に対応する定常解の安定性 [11]，あるいは定常解から生じる分岐について報告されている [7, 12]．
樟脳系のモデル方程式として，次の形のものが知られている [10]：

ρ
d2xi

c

dt2
=

γ(u(xi
c(t) + r, t))− γ(u(xi

c(t)− r, t))

2r
− µ

dxi
c

dt
, i = 1, · · · , N,

∂u

∂t
= D

∂2u

∂x2
− ku+

N∑
i=1

F (x− xi
c(t)), x ∈ R,

F (x) =

{
u0, |x| < r,

0, |x| ≥ r.

(2)

第一式はろ紙の運動方程式である．ρ > 0 はろ紙の面積密度，µ > 0 は粘性による抵抗の係数，
L > 4r > 0 は順に水路長とろ紙の半径である．γ ∈ C2(0,∞) は樟脳分子濃度から表面張力を求め
る関数で，更に Lipschitz条件を満たすことを仮定する．第二式は水面の樟脳分子濃度の発展方程式
で，樟脳分子の輸送に関して拡散過程を仮定している．D > 0は樟脳分子の拡散係数で，k > 0は樟
脳の緩和係数である．−kuなる項は，主として樟脳の持つ昇華性のために樟脳分子が水面から取り
除く事から導入された．F は水面への樟脳分子の供給を表現する関数で濾紙の存在する領域で樟脳
分子が一様に供給される事を表している．以下のようにおけば，(2)式が (1)式の特殊なものである
ことはすぐに了解されるであろう：

Ω = R, G[u](x, t) =
γ(u(x+ r, t))− γ(u(x− r, t))

2r
,

A = D
∂2

∂x2
− k, F [x1

c , · · · , xN
c ](x, t) =

N∑
i=1

F (x− xi
c(t)).

粒子反応拡散方程式一般への理論構築のための一歩として，比較的簡単な例ではあるが，我々は (2)

式の初期値問題に対する可解性を肯定的に解決した．議論は Youngの不等式がわかれば理解できる
程度の初等的な手法を用いたものである．
また，特殊解の構成について議論するため，最小限の集団運動として，図 1に示す非対称な回転運

動に注目した．これは樟脳を含んだ円形のろ紙 2枚が円環水路上で等速運動を行うものである．現象
面において注目すべき点は 2枚のろ紙が近接した状態で等速運動を行なっている点である．古くから
指摘されているように，一般には表面張力差で駆動されると考えられる物体は，水面の汚染によって
その運動の程度を弱める [13]．それ故，後続のろ紙は先行するろ紙が放出する樟脳分子によってその
速さを遅くするのが自然であるように思われるが，実際には図 1のように，2枚のろ紙が近接して等
速運動を続ける様子が観察されている．



図 1 [10]より引用．非対称な等速回転運動のスナップショット．時間間隔は 1.0[s]．

先行研究ではモデル方程式を構成し，数値的にそのような非対称な回転運動に対応する解を発見
し，また，数値的に分岐構造を解析することで，そのような非対称な回転運動は対称な回転運動から
Pitch-fork分岐を経て生じることを示唆した [10]．しかしながら，このような非対称な回転運動がい
かなる物理的要因によって生じるかは明らかにはされなかった．
数学的な側面としては，この現象に対応する解は，uの形状に注目すれば二つ山の進行パルス波と
して特徴付けられ，珍しい例なのではないかと思われる．また，証明した内容からは，二つ山の進行
パルス波が存在するための条件は主に界面活性剤濃度 uから表面張力を与える関数 γ の形状に極め
て強く依存することが分かった．
今回，第一の結果として，モデル方程式 (2)の初期値問題が一意な時間大域解を持つことが得られ
た．また，第二の結果として，モデル方程式 (2)に周期境界条件を課した方程式が非対称な等速回転
解に対応する進行パルス解を持つこと，およびそのための条件を見出した．見出した条件は，進行パ
ルス波の存在，非存在は水面の樟脳分子濃度から表面張力を記述する関数 γ の凸性から大きな影響を
受けることがわかった．

2 初期値問題の一意可解性
F の不連続性から，uが C2 級となるような解は存在しないことに注意せよ．このため，我々は次

のような弱解を導入した：

Definition 1. r > 0，µ > 0，および γ ∈ C[0,∞) を Lipschitz 連続とせよ．与えられた
x1
0, · · · , xN

0 , v10 , · · · , vN0 ∈ R，u0 ∈ Cb(R) ∩ L1(R) に対し，関数の組 xc = (x1
c , · · · , xN

c ) ∈
(C2(0,∞))N，u ∈ L1

loc((0,∞);L1(R)) ∩ C((0,∞);C0(R)) が以下を満たす時，(xc, u) を (2) の
弱解であると言う．

(i) i = 1, · · · , N，

d2xi
c

dt2
+ µ

dxi
c

dt
=

γ(u(xi
c + r, t))− γ(u(xi

c − r, t))

2r
,

xi
c(0) = xi

0, vic(0) = vi0,

(3)

を満たす．



(ii) 任意の φ ∈ C∞
c (R×(0,∞))に対して，

0 =

∫
R
φ(x, 0)u0(x)dx+

∫ ∞

0

∫
R

(
∂φ

∂t
+

∂2φ

∂x2
− φ

)
u

+ φ

N∑
i=1

F (x− xi
c)dxdt,

(4)

を満たす．

以上の定義は，xc については古典解，uについては超関数の意味での弱解となることを要求する
ものである．
可解性の証明について概略を示す．まず (2)の uに関する部分を見れば，これは非斉次線形の拡散
方程式であり，与えられたX = (X1

c , · · · , XN
c )について，その解を以下のように書き下すことがで

きる：

U [Xc](x, t) = e−t

∫
R
H(x− y, t)u0(y)dy

+ e−t

∫ t

0

∫
R
H(x− y, t− τ)eτ

N∑
i=1

F (y −Xi
c(τ))dydτ.

ここで，H(x, t) ≡ (4πt)−
1
2 e−x2/(4t) は Gauss核である．ここで得られた U [xc]を xc に関する方程

式に代入することで，xc のみで閉じた微分方程式が得られる：

ρ
d2xi

c

dt2
+ µ

dxi
c

dt
=

γ(U [xc](x
i
c(t) + r, t))− γ(U [xc](x

i
c(t)− r, t))

2r
, i = 1, · · · , N,

あとはこれを積分方程式に変換し，適当な重み付け空間の上で Banachの不動点定理を適用すれば所
望の結果が得られる．
議論は初等的であるが，より特異性の強い方程式を扱った例 [14]でも同様の議論が行われている：
任意の粒子の運動 xc に対する，場の方程式の解 u[xc]を構成し，それを ODE部分に代入して xc に
対する微分積分方程式を得た後，反復写像を構成して適当な空間の上で不動点定理を用いる．
この議論のために本質的に重要であるのは PDE部分の well-posednessであり，特に，xc に対し

て u[xc]が連続的に変化すると言う点であり，いまだ議論の途上ではあるものの，粒子反応拡散方程
式一般に対する理論を構築する上では重要な視点になるのではないかと考えている．

3 進行パルス解
N = 2 として，一般の反応拡散系における進行波解と同様に，(2) に対して動座標変換 (τ, z) =

(t, x− ct)を施し，その座標系における定常解を考えた：

0 = γ(U(τ, Zi + r))− γ(U(τ, Zi − r))− µc, i = 1, 2,

0 =
∂2U

∂z2
+ c

∂U

∂z
− U + F (z − Z1) + F (z − Z2), z ∈ [0, L).

(5)



ここで，cは無次元化された速度に対応するパラメータである．また，単純のため，0 = Z2 < Z1 < L

および，2r < Z1 < L− 2rとする．方程式の並進対称性から，この仮定で一般性を損なう事は無い．
以降の議論のため，(5)の解を次のように分類する：

Definition 2. (5)の解 (Z1, c, U(z))を等速回転解と呼ぶ．もしも等速回転解 (Z1, c, U(z))が z1 =

L/2を満たす時，その解は対称であると言う．そうではない時，等速運動解は非対称であるという．

対称な等速回転解が存在することは容易に示される．また，実験においてはこの解は正反対の位置
にありながら等速に運動する２枚の濾紙を表現するもので，容易に確認されるものである．当然数値
的にもそのような解は確認されている．図 1で示した非対称な等速運動は，この定義で言う所の非対
称性が強い等速回転解解が対応すると考えられる．従って，我々の主たる興味は非対称な等速回転解
の存在と非存在に関する条件となる．

4 主結果
ここまでの問題に対して，我々は“ある cに対して，速度 cの非対称な等速回転解が存在するよう

なパラメータ (r, L, µ)および関数 γ は存在するか？”という観点で解析し，次のような結果を得た：

Theorem 1. (5)が速度 0の非対称等速回転解を持つようなパラメータは存在しない．．

Theorem 2. もしも γ′′ ≥ 0であるならば，任意の c > 0に対して (5)が非対称な等速回転解を持
つようなパラメータは存在しない．

Theorem 3. η = 4r/Lとする． もしも γ が

1

2

(
1 +

1

4r2(1− η)

)
γ′(η) < (1− η)γ′′(η) < γ′(η),

を満たすならば，十分大きな cに対して，(5)が非対称な等速回転解を持つようなパラメータが存在
する．特に，L，r は 0 < 4r < Lとなるように任意に取ることができ，そのような c，r，Lを選ぶ
毎に，非対称な等速運動解が存在するような µが一意に定まる．

5 証明の概略
5.1 同値な非線形方程式の導出
まず，全ての定理に共通する部分を述べる．(5)の下段を見ると，これは cと z1 を決めるごとに，
解を書き下すことができる：

Lemma 1. d = Z1 − 2r，0 ≤ cとする．(5)を満たす U が cと dに対して一意に存在して，特に



以下の表式が得られる：

U(Z1 − r) =U+(c)(1 + E+(c, 2r + d)) + U−(c)(E−(c, L− 4r − d) + E−(c, L− 2r)),

U(Z1 + r) =U+(c)(E+(c, L− 2r) + E+(c, d)) + U−(c)(E−(c, L− 2r − d) + 1),

U(L− r) =U+(c)(1 + E+(c, L− 2r − d)) + U−(c)(E−(c, L− 2r) + E−(c, d)),

U(r) =U+(c)(E+(c, L− 4r − d) + E+(c, L− 2r)) + U−(c)(1 + E−(c, 2r + d)).

ここで，

ϕ(c) =
−c

2
, θ(c) =

√
c2 + 4

2
, λ±(c) = ϕ(c)± θ(c),

E+(c, z) = exp(−λ+(c)z), E−(c, z) = exp(λ−(c)z),

U+(c) =
−λ− (c)

2θ(c)

1− E+(c, 2r)

1− E+(c, L)
, U−(c) =

λ+ (c)

2θ(c)

1− E−(c, 2r)

1− E−(c, L)
.

以降，以下のようにおく：

U1f = U1f (c, d) = U(Z1 + r), U1r = U1r(c, d) = U(Z1 − r),

U2f = U2f (c, d) = U(r), U2r = U2r(c, d) = U(L− r),

∆U1 = ∆U1(c, d) = U1f (c, d)− U1r(c, d), ∆U2 = ∆U2(c, d) = U2f (c, d)− U2r(c, d).

続く議論では，表記が煩雑となることを避けるため，固定された値について考えれば十分であるとき
には変数を省略することとする．それぞれの意味としては．c > 0とすれば，Uif (Uir)は進行方向に
沿って前方 (後方)に対応する U の値であり，∆Ui は前方と後方の濃度差に対応する．
次に，(5)の第一式を見ると，以下の方程式と同値であることがわかる：

0 = γ(U1f (c, d))− γ(U1r(c, d))− µc,

0 = γ(U1f (c, d))− γ(U1r(c, d))− (γ(U2f (c, d))− γ(U2r(c, d))).

この時，以下の補題を用いる：

Lemma 2. 0 < d < L− 4r，0 < cとする．この時，∆U1(c, d) < 0または ∆U2(c, d) < 0.

この補題から，結局以下の方程式に対する解の存在が (5)の解の存在と同値であることが分かる：

0 = γ(U1f (c, d))− γ(U1r(c, d))− (γ(U2f (c, d))− γ(U2r(c, d))). (6)

以降，Γ(c, d) = γ(U1f (c, d))− γ(U1r(c, d))− (γ(U2f (c, d))− γ(U2r(c, d)))とおく．

5.2 定理１の証明の概略
直接 c = 0とすることで，以下を得る：

U1f (0, d) = U0(1 + E0(L− 2r) + E0(d) + E0(L− 2r − d)),

U1r(0, d) = U0(1 + E0(L− 2r) + E0(2r + d) + E0(L− 4r − d)),

U2f (0, d) = U0(1 + E0(L− 2r) + E0(2r + d) + E0(L− 4r − d)),

U2r(0, d) = U0(1 + E0(L− 2r) + E0(d) + E0(L− 2r − d)),



ただし，

U0 =
1

2

1− E0(2r)

1− E0(L)
, E0(x) = exp(−x).

従って，

Γ(0, d) = 2γ(U0(1 + E0(L− 2r) + E0(d) + E0(L− 2r − d)))

− 2γ(U0(1 + E0(L− 2r) + E0(2r + d) + E0(L− 4r − d))).

また，γ が狭義単調減少であることから，Γ(0, d) = 0となるのは以下と同値：

0 = U0(1 + E0(L− 2r) + E0(d) + E0(L− 2r − d))

− U0(1 + E0(L− 2r) + E0(2r + d) + E0(L− 4r − d)).

一方，

U0(1 + E0(L− 2r) + E0(d) + E0(L− 2r − d))

− U0(1 + E0(L− 2r) + E0(2r + d) + E0(L− 4r − d))

= U0E0(d)(1− E0(2r))(1− E0(L− 4r − 2d)).

以上から，Γ(0, d) = 0となるのは d = L/2− 2rとなる時に限られる．これは定理１の主張そのもの
である．

5.3 定理２の証明の概略
Γを以下の二つの積分形に書き直す：

Γ =

∫ U1f

U1r

γ′(U)dU −
∫ U2f

U2r

γ′(U)dU,

=

∫ U1f

U2f

γ′(U)dU −
∫ U1r

U2r

γ′(U)dU.

これらの積分形の Γに対して不等式評価を行い，U1f と U2r の大小関係で場合分けして Γ ̸= 0を示
す．その際，以下の補題が重要となる：

Lemma 3. c > 0とする．

1. ∆U1(c, d)−∆U2(c, d) = 0と L/2− 2r − d = 0は同値．もしも L/2− 2r − d ̸= 0であるな
らば． ∆U1(c, d)−∆U2(c, d)の符号は L/2− 2r − dの符号と一致する．

2. U1f (c, d) − U2f (c, d) = 0 と L/2 − 2r − d = 0 は同値．もしも L/2 − 2r − d ̸= 0 ならば，
U1f (c, d)− U2f (c, d)の符号は L/2− 2r − dの符号と一致する.



5.4 定理３の証明の概略
定理３は Γ(c, d)に対して中間値の定理を適用する．その際，以下の極限を評価する：

lim
c→∞

lim
d↓0

Γ(c, d),

lim
c→∞

lim
d↑L/2−2r

Γ(c, d).

Γ(c, d)の連続性から，これらの極限値が異符号となれば，十分大きな cに対して，Γ(c, d)は dを変
化させることで異なる符号を取ることが分かる．ここで dについて中間値の定理を適用すればよい．
極限の評価には以下の補題が基本となる：

Lemma 4. z, z1, z2 > 0とせよ．この時，

lim
c→∞

U+ =
2r

L
, lim

c→∞
U− = 0, lim

c→∞
λ2
−U− = 1, lim

c→∞
E+(z) = 1, lim

c→∞
E−(z) = 0,

lim
c→∞

U−

1− E+(z)
= 0, lim

c→∞

U−

(1− E+(z1))(1− E+(z2))
=

1

z1z2
,

lim
c→∞

1− E+(z1)

1− E+(z2)
=

z1
z2

, lim
c→∞

E−(z1)

1− E+(z2)
= 0.

6 まとめ
今回，粒子反応拡散方程式に対する解析として，(2)式に対して初期値問題の可解性とある種の進
行パルス解の存在条件について議論した．また，主結果から即座に分かるように，表面張力を表現す
る関数 γ が下に凸である場合には非対称な等速回転解は存在せず，一方で，γ がある点で上に凸であ
れば，非対称な等速回転解が存在する可能性がある．従って，モデルの妥当性を検証するためにに γ

が物理的にはどのような関数であるかを検証する必要がある．また，その結果如何では我々の結果は
既存のモデル方程式に修正を要求するもので，これは現状簡単のために省略されている何らかの効果
が運動に本質的な影響を与えていることを示唆するものである．
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