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概要

統計多様体とは, 擬リーマン多様体 (M, g) に, ∇g が対称であるような捩れのないアファイン

接続∇が定義された三つ組 (M, g,∇)のことである. 指数分布族がなす統計多様体は平坦となる

ことが知られている. 本講演では, 統計多様体 (M, g,∇)が定曲率であることは, ∇の双対接続で
ある∇∗ が射影平坦であり, なおかつ∇の曲率 Rと∇∗ の曲率 R∗ が一致すること（共役対称と

呼ばれる）が必要十分条件であることを説明する.さらに, 統計多様体が trace-freeと呼ばれる特

別な条件を満たすときは上記の曲率の条件が, リッチ曲率の共役対称性 Ric = Ric∗ と置き換わ

ることを説明する.

1 導入

Riemann 多様体 (M, g) 上に捩れのないアファイン接続 ∇ が存在するとき，(0,3)-テンソル場 C

を

C(X,Y, Z) = (∇Xg)(Y, Z)

と定義できる．テンソル場 C が対称であるとき (g,∇) を統計構造といい，C を cubic テンソ

ルと呼ぶ．Riemann多様体 (M, g)が統計構造 (g,∇)を持つとき，(M, g,∇)を統計多様体と呼ぶ．

(M, g,∇)に対して，捩れのない双対アファイン接続 ∇∗ が

Xg(Y, Z) = g(∇XY, Z) + g(Y,∇∗
XZ)

が定義される．∇ = ∇∗ であることと ∇が計量 g の Levi-Civita接続となることは同値である．つ

まり統計多様体は Riemann 多様体の自然な一般化となっている．統計多様体の理論については [1]

を参照されたい．

統計多様体 (M, g,∇)に対し，∇の曲率テンソルを Rとおく．すなわち，

R(X,Y )Z = ∇X∇Y Z −∇Y ∇XZ −∇[X,Y ]Z

となる．そして Rが定曲率であるとは，ある実数 k が存在して，

R(X,Y )Z = k{g(Y, Z)X − g(X,Z)Y }

が成立することを言う [8]．また曲率 Rが共役対称であるとは，∇∗ の曲率を R∗ として，

R = R∗



となることを言う [10]. リッチ曲率 Ricが共役対称であることも同様に

Ric = Ric∗

と定義する．ただしリッチ曲率 Ricは

Ric(Y, Z) = tr{X 7→ R(X,Y )Z}

で定義される．Rが定曲率であるとき Rは共役対称となる．しかし一般に逆は成り立たない．本講

演では Rが定曲率となるための必要十分条件がどうなるのかを説明する．

2 統計多様体に対するテンソル解析

(M, g,∇)を統計多様体とする．∇∗ は

(∇∗
Xg)(Y, Z) = −C(X,Y, Z)

を満たすため，(M, g,∇∗)も統計多様体となる．ここで g の Levi-Civita接続を ∇̂とし，(0,2)-テン

ソル場K を

K(X,Y ) := ∇XY − ∇̂XY (1)

と定義する．これは差テンソルと呼ばれる．∇と ∇̂は捩れがないため K は対称となる．(1,1)-テン

ソルKX をKXY = K(X,Y )で定義すれば

KX = ∇X − ∇̂Y

を得る．

C の定義と対称性から
C(X,Y, Z) = −2g(K(X,Y ), Z) (2)

が成立する．関係式 (∇∗
Xg)(Y, Z) = −C(X,Y, Z)より

KX = −∇∗
X + ∇̂X

が成立する．従って Levi-Civita接続 ∇̂は接続∇とその双対接続 ∇∗ の平均である．つまり

∇̂XY =
1

2
(∇XY +∇∗

XY )

となる．さらに (1)と ∇̂g = 0であることから，

(∇̂XC)(Y, Z,W ) = −2g((∇̂XK)(Y, Z),W )

が成立する．これらの関係式から cubicテンソル C の共偏微分 ∇̂C が対称であることの特徴づけを

得る．

補題 2.1 [3, Lemma1] 次はすべて同値．



(1) ∇C は対称．

(2) ∇̂C は対称．

(3) ∇̂K は対称．

補題 2.1は [3]の中でアファイン微分幾何学におけるブラシュケ超曲面で誘導された統計構造に対

して証明されているが，任意の統計多様体に対しても簡単に一般化できる．

M を向き付け可能であると仮定し，(M, g)上の体積要素 ωg を

ωg =
√
|det g|dx1 ∧ · · · ∧ dxn

と定義する．体積要素 ωg の共偏微分 ∇X は

∇Xωg =
1

2
trg(∇Xg)(•, •)ωg

となることが簡単に確かめられる．C の対称性により trg(∇Xg)(•, •) = trg(∇•g)(•, X) となるた

め，関係式 (2)とK の自己共役性，すなわち

g(K(X,Y ), Z) = g(Y,K(X,Z))

が成立することから，

1

2
trg(∇Xg)(•, •)ωg = −g(trg K(•, •), X) = − trKX

となることより，1-形式 τg を
τg(X) = trKX (3)

で定義すれば，
∇Xωg = −τg(X)ωg

が得られる．

Levi-Civita接続 ∇̂のリッチ曲率を R̂icと書く．

補題 2.2 [15, Section 3] 向き付け可能な統計多様体 (M, g,∇)と (3)で定義された τg に対して以下

が成立する :

Ric(Y, Z) = R̂ic(Y, Z) + (div∇̂ K)(Y, Z)− (∇̂Y τg)(Z) + τg(KY Z)− g(KY ,KZ),

= R̂ic(Y, Z) + (div∇ K)(Y, Z)− (∇Y τg)(Z)− τg(KY Z) + g(KY ,KZ),

Ric∗(Y, Z) = R̂ic(Y, Z)− (div∇̂ K)(Y, Z) + (∇̂Y τg)(Z) + τg(KY Z)− g(KY ,KZ),

= R̂ic(Y, Z)− (div∇ K)(Y, Z) + (∇Y τg)(Z) + 3τg(KY Z)− 3g(KY ,KZ).

さらに以下が成立する :

1

2
Ric(Y, Z)− 1

2
Ric∗(Y, Z) = (div∇̂ K)(Y, Z)− (∇̂Y τg)(Z), (4)

= (div∇ K)(Y, Z)− (∇Y τg)(Z),

1

2
Ric(Y, Z) +

1

2
Ric∗(Y, Z) = R̂ic(Y, Z) + τg(K(Y, Z))− g(KY ,KZ). (5)



補題 2.2より，リッチ曲率が一般には対称とならないことがわかる．ここで捩れのないアファイン

接続∇が局所等積であるとは，M 上の任意の点においてある体積要素 ω が存在して，∇ω = 0を満

たすことを言う．特に体積要素が体積要素 ωg である場合は，∇ωg = 0は

trKX = 0

と同値であり，このような構造のことを trace-freeであると呼ぶのは自然である [15]．

系 2.3 統計多様体 (M, g,∇) の接続 ∇ のリッチ曲率が対称であることと，∇ が局所等積であるこ
とは同値である．

次にアファイン接続が射影平坦であることの定義を与える．

定義 2.4 捩れのない局所等積な接続 ∇と ∇がM 上で射影同値であるとは，ある閉な 1-形式 ρが

存在して，
∇XY = ∇XY + ρ(X)Y + ρ(Y )X

を満たすことを言う．特に ∇が平坦であるとき，∇は射影平坦であるという．また射影曲率テンソ
ル P を

P (X,Y )Z = R(X,Y )Z − 1

n− 1
{Ric(Y, Z)X − Ric(X,Z)Y }

で定義する．

射影平坦な接続は以下の定理で特徴づけられる．

定理 2.5 [5, p.88 and p.96] M 上の捩れのない局所等積な接続 ∇ が射影平坦であることは以下が
成立していることと同値である．

(1) dimM = 2なら，∇Ricが対称である．この場合，射影曲率テンソル P は自動的に０になる．

(2) dimM ≥ 3なら，射影曲率テンソル P が恒等的に０になる．この場合，∇Ricは自動的に対

称になる．

3 主結果

本講演の目的である定曲率統計多様体の特徴づけに以下の補題を用いる．

補題 3.1 (1, 1)-テンソル S を Ric(X,Y ) = (n− 1)g(SX, Y )で定義する．Ricと∇Ricが対称であ

ると仮定する．ある滑らかな関数 λが存在して，任意のベクトル場 Y に対して SY = λY が成立す

るとき，λは定数となる．

定曲率統計多様体の特徴づけを以下の定理で得た．

定理 3.2 [18] 統計多様体 (M, g,∇)に対して以下は互いに同値 :

(1) (M, g,∇)は定曲率である．



(2) Rは共役対称かつ ∇∗ は射影平坦．

さらに trace-freeな定曲率統計多様体の特徴づけを以下で得た．

定理 3.3 [18] trace-freeな統計多様体 (M, g,∇)に対して以下は互いに同値 :

(1) (M, g,∇)は定曲率である．

(2) Rは共役対称かつ ∇∗ は射影平坦．

(3) Ricは共役対称かつ ∇∗ は射影平坦．
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