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1. 本稿の概要

kを可換体とし、Hを k上有限次元のHopf代数とする。Aを可換とは限らない k代数と
し、さらにAは左H加群の構造を持つとする (このとき k上、を省略して、AはH加群代
数ということにする)。Hopf代数は、もちろん多くの研究者が研究してきたが、ここでは
Hopf代数上の加群の圏と、Chian複体との類似や導来圏との類似といった研究に焦点を当
てよう [11], [13]. Qi [13]は、AとHのスマッシュ積と呼ばれる代数の、その上の加群を考察
した。ここでいうスマッシュ積とはトポロジーの方でよばれている”空間のスマッシュ積”で
はない。A⊗kH上に、(可換とは限らない)環としての構造を、(a⊗h)(b⊗ℓ) = ah(1)b⊗h(2)ℓ,

(a, b ∈ A, h, ℓ ∈ H)と定めたものをA#Hとおいて、これをAとHのスマッシュ積とよん
でいる。さてQi [13]によると、Hを特別なHopf代数にとることにより、A#H加群とそ
の間のA加群の写像のなす圏から、加群の圏および導来圏や、dg加群の圏および導来圏
を構成することが出来る。Qiは論文 [13]において、A#H加群の圏に”cofibrant”の概念を
導入したり、その導来圏を考えたり、導来圏のコンパクト対象を考えたり、Grothendieck

群K0や、G0を考えたりした。これらの事は、”Hopfological Algebra”とよばれて、Chain

複体や dg加群の圏の圏におけるHomological algebraの類似とされた。
ところで、QiはA#H加群の圏にモデル圏の構造は導入してはいない。本研究では dg

加群の圏に射影モデル構造が入ることに類似として、A#H加群の圏にモデル圏の構造が
入り、それが dg圏のモデル構造の類似になっている事を確認した。Qiの用いた Quasi-

isomorphismsは contractible 対象を用いて定義されたのであったのだが、本研究で用い
たQuasi-isomorphismsはホモロジー群の同型を誘導する写像として定めており、一般に
は両者は異なることに注意されたい。
本稿ではQiの”Hopfological algebra”の導入と本研究との関連, また dg加群 (Chain複

体)との関係に言及したい。

2. DG加群における状況

”Hopfological algebra”は、dg加群のHomological algebraの類似として展開された。で
は、特に dg加群のどのような側面の類似であったのか？ ここでは関連する dg加群の側
面について挙げていく。dg加群についての参考文献は [1], [2], [3], [9], [10] などがある。
Aを dg代数とする。



• dg A加群 M が perfectであるとは、(本来はM が長さ有限の semi-free加群のレ
トラクトであるということだが)、M が dg A加群の導来圏のコンパクト対象に導
来圏の中で同型であるということである。 (cf. [3, Theorem 4.2]) 。もしもAが k

上のNoetherian connective dg代数かつ 0次への微分が消えており、 dg A-module

M が複体として bounded below (e.g. [1]では finiteとよばれている)であらば、
perfectは全てのホモロジー群の直和が k上有限次元ベクトル空間であることと同
値になる [3, Theorem 4.8].

• Shipley [14]により、HR加群スペクトラムの圏に安定モデル圏の構造を入れたもの
と、dgR加群の圏に射影モデル構造 [10, Theorem 3.1]を入れた圏とはQuillen同値
(モデル構造を保つような同値のこと)である事が証明された。(dg代数Rに対応す
るEilenberg-MaclaneスペクトラムHRの構成も説明されている)。よく”cofibrant”

dg加群といっているのはこの射影モデル構造における cofibrant対象のことで、そ
れはいわゆる”semi-projective”と同じである。

これらを踏まえて、Aを k上Noetherian connectiveかつ 0次への微分が消えている dg代
数としよう。そして CAを bounded belowであるような dg A加群のなす圏としよう。
すると上で述べた射影モデル構造が CAに入る。そのモデル構造に関する cofibrationを

とり、有限生成な cofibrant対象を考えると、代数的K理論が定義できたのであった。
また、dg A加群のなす導来圏には三角圏の構造が入るので、三角を用いてGrothendieck

群　 (K0)が定義できたのであった。
これらK理論ははKellerや他の dg圏の研究者により考察された。

3. Hopfological algebraにおける状況

3.1. 先行研究など. ”Hopfological algebra”は近年 Khovanov [11]や Qi [13]により進展して
きた。kを可換体とする。Hをk上有限次元なHopf代数とする。Aをk上のH加群代数と
する、即ち、Aはk上の (可換とは限らない)代数であり、H加群の構造を持つ。BをAとH

のスマッシュ積A#Hとする。冒頭で述べた通り、Bには (a⊗h)(b⊗ℓ) = Σ(h)a(h(1)b)⊗h(2)ℓ

で (可換とは限らない)環構造が入る。
さて、もしもH = k[x]/(x2)ととれば、xはあたかも dg代数の微分のように作用する。

このとき、AのH作用は自明としておくと、B = A#H = A⊗k Hは dg加群とみなせる。
この意味で、A#H加群は dg加群を含んでいるといえるのである。
しかしながら、dg加群の場合とだいぶ勝手が異なる。先程のdg加群の場合の connective

や bounded belowなどに相当するものが見えにくい。適当な仮定をすればうまくいくか
もしれない。
さて、dg加群の圏には”null-homotopic”で割った商圏と、その商圏をさらに、”Quasi-

isomorphism”で局所化した導来圏が定義されていた。dg加群の場合、それらは両方とも
三角圏の構造を持った。



Qi [13]で始めにおこなっていることは、この類似である。そのために Shift関手や null-

homotopicなどを定義している。

3.2. Hopfological algebraの場合における安定圏 (ホモトピー圏)と導来圏. 以下、kを
体とする。Aを k代数、H を k上有限次元の　Hopf代数とする。さらにAはH 加群の
構造を持つとし、AとH とのスマッシュ積 A#H を Bとおく。また、H は (左)　整元
Λ ∈ Hを持つと仮定する。Hopf代数の整元とは、Hの counit写像を εとおくと、任意の
(左)H作用に対し hΛ = ε(h)Λを満たす元である。

KhovanovやQiは次の記号を導入した。Shift関手やホモロジー群らは、本研究でも要
となる道具である。

3.3. H加群のホモトピー圏. まず、Hopf algebra Hは可換体k上有限次元なのでFrobenius

代数である。よってHは自己移入環である。H−modを、付随するH加群の安定圏 (ホモト
ピー圏)とする。すなわち、対象はH−modの対象と同じであるが、H加群XからY への写
像集合がイデアル I(X,Y )による剰余加群HomH−mod(X,Y ) = HomH−mod(X,Y )/I(X,Y )

となる。ここで I(X,Y )とはX から Y へのH 加群の写像で、何か入射 (Frobeniusなの
で同値だが、何か射影) H加群を経由するもの全体である。

3.4. H 加群のホモトピー圏上の Shift関手. 圏H −mod上の Shift関手 T は以下のよう
にして与えられる。
任意のH加群Mに対して、M ⊂ IをMを適当な入射H加群への埋め込みとする。実は

M⊗kHが入射的なのでまぁ、I = M⊗kHとおくと、埋め込みは idM⊗kΛ : M → M⊗kH

ととれる。そうしたら、T (M)をその余核M ⊗k (H/kΛ)と定める。 同様に逆の Shiftを
T−1(M) = M ⊗k Kerεと定める。ここで ε : H → kはHの counit写像である。この Shift

T により、H加群の安定圏 (ホモトピー圏)　H −modはモノイダル三角圏になる。

3.5. B加群上の”null-homotopic”と安定圏(ホモトピー圏). C(A,H)を、対象はB−mod

の対象と同じで、B加群の写像集合を、 「あるB加群N が存在してN ⊗k H (これもB

加群の構造が自然に入る)を経由する写像からなるイデアル」で割ったものを写像空間と
することにより定義する。C(A,H)の写像集合には kベクトル空間の構造が入る。写像へ
の (加群へのではない)、H作用はもうつぶれてしまっていることに注意する。

3.6. B加群上の、QiによるQuasi-isomorphisms. いまH ∼= k⊗k HがBの部分代数と
みなせるので、係数制限による関手Res : B −mod → H −modを得る。Resは商圏上に
完全関手

Res : C(A,H) → H −mod

を誘導する。
QiはB加群の間の写像 f : M → Nが quasi-isomorphismとは、制限関手での像Res(f)

が同型であることとした。またB加群M が acyclicとは 0 → M が quasi-isomorphismで
あることとした。このとき、quasi-isomorphism全体は C(A,H)において localizing class



をなす [13, Theorem 4.2.1]. Qiの quasi-isomorphism全体で圏 C(A,H)を局所化したもの
をD(A,H)とおき、QiはこれをB加群の導来圏と定義した。圏D(A,H)は再び三角圏に
なる。

Remark 3.1. QiはResを total cohomology functorとよんでいる。またQiのMが acyclic

とはMの恒等写像をH加群の写像としてみた時に null-homotopicであるという定義に等
しい。

3.7. CofibrantなB加群.

Definition 3.2 ([13], Definition 6.1, 6.3). さてB加群M をとる。
(1) M が cofibrantとは、B 加群間の任意の全射 quasi-isomorphismな B 加群の写像

L → N が誘導する kベクトル空間の間の写像

HomB(M,L) → HomB(M,N)

が全射になることである。
(2) 次の条件を 条件 (P)とよぶ :

(i) あるB加群のフィルトレーション {Fn}n≥0が存在して 0 ⊂ F0 ⊂ · · · ⊂ Fr ⊂ Fr+1 ⊂
· · · ⊂ P , P = ∪nFr

(ii) 埋め込み Fr ⊂ Fr+1は左A加群の写像として各 r ∈ Nにおいて分裂している;

(iii) F0及び Fr+1/Frは各 r ∈ NにおいてA ⊗k V (V は直既約H 加群) という形のB加
群の直和に同型

(3) M が条件 (P)を満たすとは、M が条件 (P)を持つB加群 P に C(A,H)において同
型となることである。

条件 (P)を持つB加群と cofibrantなB加群の間には以下の関係がある。

Proposition 3.3 ([13], Corollary 6.8). B加群M が cofibrantとは、ある条件 (P)を持つ
B加群のレトラクトに同型になることに等しい。

□

Remark 3.4. 条件 (P) とは dg加群においてKeller [9, p.69]により導入された。そしてQi

はその類似を構成したことになる。

[13]では、cofibrantなB加群達が導来圏を生成したり、導来圏のコンパクト対象を考
えてGrothendieck群K0を計算したりしている。一方で、以下に述べるようにQiはB加
群に対してそのホモロジー群も定義している。Qiの quasi-isomorphismが制限関手で定義
されているので、ホモロジー群はあまり使いどころが無かった。

Definition 3.5 (cf. [13], Proposition 5.9). M とN をB加群とする。このとき

H(M) = MH/ΛM



および
H(HomA(M,N)) = HomC(A,H)(M,N)

と定義する。Hをホモロジーと呼ぶ。

4. 本研究の主結果

Hopfological algebraにおける dg加群の cofibrantや null-homotopicの類似をみてきた。
しかしよくみてみるとquasi-isomorphicの定義がホモロジー群を使っていなかったり、cofi-
brantとよんでいるけれど射影モデル圏の構造は入っていなかったり、ホモロジー群はShift

を使って動かした方が長い完全列が得られる気がした。なので、本研究ではそれらが同じ
なのか違うのか、また射影モデル構造はB加群の圏に入るのかを考えた。
本研究では、安定圏 (ホモトピー圏)まではQiと同じであるが、Σ quasi-isomorphismと

いう概念を用いる。それは、B加群間のA加群としての写像であって、任意の Shiftに対
してそのホモロジー群に同型が誘導されるような写像と定める。すなわち、任意の n ∈ Z
に対しHn(−) = H(T n(−))をとった後に同型を導く写像である。 また、M がΣ-acyclic

とは全ての n ∈ Zに対してHn(M)が 0と同型であることとする。
するとまず、ホモロジー群の長い完全列が得られた。

Lemma 4.1 (ホモロジー群の長完全列). X → Y → Z → TX が安定圏における三角な
らば k加群の長完全列

· · · → Hn+1(Z) → Hn(X) → Hn(Y ) → Hn(Z) → · · ·

が得られる。

Proof. Shiftと 5-lemmaより従う. □

4.1. B加群の圏における射影モデル構造. 本研究ではB加群の圏が充分な射影的対象のあ
るGrothendieck Abel圏になっていることに着目し、cotorsion対を用いて証明を行った。
Cotorsion対とは大まかに言えば、部分圏からなる 3つ組と”直交する”という概念を定め
ることである。これを適切に定める事により、モデル圏の cofibrationや fibrationの持ち
上げ条件が cotorsion対の直交条件で書ける。

Definition 4.2 ([12], モデル圏のための Cotorsion対). B加群間の写像 f : M → N が
quismとは、誘導された写像H(M) → H(N)が k加群として同型の時にいう。f : M → N

が Σ-quasi-isomorphismとは、誘導された写像H(T n(M)) → H(T n(N))が任意の n ∈ Z
に対し k加群として同型の時にいう。
また、P が Σ-semiprojectiveとは任意の全射かつ Σ-quasi-isomorphismである写像 f :

M → N が誘導した写像

HomA(P, T
n(M)) → HomA(P, T

n(N))

が任意の n ∈ Zに対し全射かつ quismである時にいう。



Definition 4.3 (直交条件). M , N をB加群とすると

Ext1(M,N) = H(HomA(M,T (N)))

とおき、この Ext1 を用いて直交条件を定める。すなわち、M と N が直交することを
Ext1(M,N) = 0で定める。

さて、SemiProjΣ, TrivΣ, CA#H をそれぞれ Σ-semiprojectiveのなす部分圏、0と Σ-

quasi-isomorphismであるものたちのなす部分圏、B加群のなす圏とする。

Theorem 4.4. SemiProjΣ, TrivΣ, CA#H は CA#H のHovey tripleをなす。

Theorem 4.5 ([12], Corollary 3.14). 以下のように定める事によってA#H加群の圏にモ
デル構造が入る。

• (1) f : M → N が cofibrationとは単射かつ f の余核が Σ-semiprojectiveである時
にいう。

• (2) f : M → N が fibrationとは全射のことである。
• (3) f : M → N が weak equivalenceとはΣ-quasi-isomorphismのことである。

特に、全てのB加群は fibrantであり、cofibrant対象はΣ-semiprojectiveのことである。

4.2. 本研究から得られる導来圏. 本研究において、cofibrant対象からなる部分圏をweak

equivalenceで局所化する事により導来圏が得られる。
先に述べたようにKhovanovやQiは本研究と異なる quasi-isomorphismsを用いている。

彼らの quasi-isomorphismは H 加群の圏の homotopy equivalenceを用いて定めている。
従って、一般には 2つの導来圏は異なる。
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