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概要

2以上の自然数 nに対して定義されるフラクタル n角形は, 単位円盤の点でパラメトライズさ

れる, 平面上のある n 個の縮小的な「線形」写像からなる反復関数系の極限集合であり, 著しい

性質として回転対称性を有する. 自然数 n を固定したときにフラクタル n 角形が連結になるパ

ラメータ集合Mn についてこれまで様々な研究が行われてきた. 特にM2 は連結であることが

Bousch により知られている. 本稿では, Bousch の方法を拡張して, ある条件をみたす複素平面

内のコンパクト集合の元を係数にもつ冪級数の族の零根たちの単位円盤上の集合が連結になるこ

とを示し, その応用例として, 全ての nでMn は連結であることを示す.

1 導入

図 1. M2 図 2. M4

1985年 Barnsleyと Harrington([3])は, よく知られた複素二次多項式の力学系に関するマンデル

ブロ集合の類推物として, 平面上の反復関数系 {λz+1, λz− 1}(λは 0 < |λ| < 1を満たす複素数)の

マンデルブロ集合M2 (図 1を参照)を導入した. すなわちM2 とは,

M2 := {λ ∈ D× | A2(λ) は連結 }

である. ただし, D× := {λ ∈ C | 0 < |λ| < 1}で, 集合 A2(λ)は反復関数系 {λz + 1, λz − 1}の極限
集合である (反復関数系とその極限集合については, 定義 2.1を参照). 図 1をみれば, M2 は “輪っ

か”のようで, 二本の “髭”のようなものが伸びているように見える. 実際原点からある範囲のところ

までは大きな穴が空いていることは比較的容易に証明され, “髭” の存在も Barnsley と Harrington



([3]) によって厳密に証明されているし, “髭” がどれくらい伸びているかも色々知られている ([17],

[16], [7]).

さて, 他にはM2 にどのような性質があるだろうか. まず図を見れば明らかに連結そうだが, それ

を明確に示したのが Bousch ([4], [5])である. 1988年に BouschはM2 は連結であり ([4]), さらに

1992年に局所連結であることも示している ([5]). これはオリジナルのマンデルブロ集合の局所連結

性が未だ解かれずにいるのと比べ, 重大な違いである. 2002 年に Bandt([1]) はM2 に非自明な穴

(真ん中の大きな穴ではない)の存在を示し, 同時に cl
(
int(M2)

)
∪(M2 ∩ R) = M2 が成り立つとい

う予想をした. ここで, 集合 A ⊂ C に対して, cl(A) と int(A) は各々 A の閉包と A の内核を表す.

これは “髭”が伸びている実軸を除けば内点が稠密に存在していることを主張する. この予想に対し

て部分的なアプローチを Solomyakと Xu ([18])が行っている. Bandtと Hung ([2])はこの予想を

背景に, 2以上の自然数 nに対して, M2 を一般化させたMn を以下で導入した (図 2を参照).

Mn := {λ ∈ D× | An(λ) は連結 }.

ただし An(λ)はパラメータ λに対応した “フラクタル n角形”である (定義 2.2参照). 彼らは nが

2と 4以外であれば, cl
(
int(Mn)

)
= Mn を示している. Bandt予想は 2016年に Calegari, Kochと

Walker ([7])によって解決され, 2018年には Himekiと Ishii ([11])が彼らの手法を部分的に適用し

て n ≥ 4のときに cl
(
int(Mn)

)
= Mn を示している (特に n = 4では新しい結果). したがってMn

の内点の稠密性に関する問題は解決した.

しかしながら, 一般の nに対するMn の連結性に関しては厳密に証明されていない (これは Bandt

と Hungも論文内で言及している). ただし, Himeki ([10])は n = 3のときに限り, Mn の連結性の

証明に成功している. 今回我々が示すのはMn は全ての nで連結だということである.

2 準備

2.1 反復関数系

以下では nを 2以上の自然数, Cを複素数全体からなる集合とし, 常に通常のユークリッドノルム

| · |をいれる. また, 部分集合 A ⊂ Cが連結, コンパクトというとき, 常に通常のユークリッド位相に

関するものとする.

ここではフラクタル n角形並びにMn を定義するために反復関数系並びにその極限集合の連結性

に関する一般論について論じよう.

定義 2.1 (反復関数系, 極限集合). m を自然数とし, (X, ρ) を完備距離空間とする. {f0, ..., fm} を
(X, ρ)上の縮小写像の組とする. ここで, (X, ρ)上の写像 f が縮小的であるとは, ある 0 < c < 1が

存在して, 全ての x, y ∈ X に対して, ρ(f(x), f(y)) ≤ cρ(x, y)をいう. この時 X のある空でないコ

ンパクト (これは (X, ρ)の距離位相に関して)部分集合 Aが一意に存在し,

A =

m∪
i=0

fi(A) (1)

を満たす.このとき,縮小写像らの組 {f0, ..., fm}をX上の反復関数系 (Iterated Function System,以



下略して IFSと書く)といい, Aを {f0, ..., fm}の極限集合という.

式 (1)は反復関数系 {f0, ..., fm}の極限集合 Aの自己相似性を表していると言えるので, しばしば

極限集合 Aのことを自己相似集合と呼ぶこともあるが, 関数たち f0, ..., fm が相似写像に限ってそう

呼ぶ場合がほとんどである. IFSの詳細は例えば, [8]を参照せよ. IFSおよびその一般化概念の研究

の歴史は古く, 1946年のMoran ([14])に始まり, 1981年に Hutchinson ([12])により上記のような

現代的な枠組みが構成された. それではフラクタル n角形を定義しよう.

定義 2.2 (フラクタル n角形, [2]). ξn = exp(2π
√
−1/n)とおく. D× := {λ ∈ C | 0 < |λ| < 1}で

定め, λ ∈ D× とする. 全ての i ∈ {0, 1, ..., n− 1}に対して, 関数 ϕn,λ
i : C → Cを

ϕn,λ
i (z) = λz + ξn

i

で定める. このとき, nと λを固定した時に, 全ての iについて, |ϕn,λ
i (z1)− ϕn,λ

i (z2)| = |λ||z1 − z2|
が全ての z1, z2 ∈ C について成り立ち, 0 < |λ| < 1 より関数 ϕn,λ

i は縮小的. したがって関数の組

{ϕn,λ
0 , ϕn,λ

1 , ..., ϕn,λ
n−1}は完備距離空間 (C, | · |)上の反復関数系なので, 定義 2.1より, ある空でない

コンパクト集合 An(λ) ⊂ Cが一意に存在して

An(λ) =

n−1∪
i=0

ϕn,λ
i (An(λ))

が成り立つ. An(λ)をパラメータ λに対応したフラクタル n角形と呼ぶ (例は図 3, 4, 5参照).

図 3. n = 3, λ = 0.5
図 4. n = 4, λ = 0.386+0.103
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図 5. n = 6, λ = 0.357 + 0.124
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フラクタル n角形の名前の由来は, 反復関数系をなす関数に出てくる {ξ0n, ξ1n, ..., ξn−1
n }が正 n角

形の頂点になっているからだろう. 定義としては上で十分だが, いくぶん抽象的でわかりにくい. 反

復関数系が具体的なため, フラクタル n角形を具体的に表示したい. そのために, 全ての nに対して,

In := {0, 1, ..., n − 1}とおき, In の無限直積 I∞n の元 ω を ω = ω0ω1 · · ·ωj · · · (ωj ∈ In)と表すこ

とにすると,

An(λ) =
{ ∞∑
j=0

ξn
ωjλj ∈ C | ω = ω0ω1 · · · ∈ I∞n

}
(2)

となる. これを確かめてみよう. (2)の右辺の集合を Pn(λ)とおく. もし集合 Pn(λ)が Cの空でない
コンパクト部分集合で自己相似性の式 (1)を満たすことが示されれば, (1)を満たす空でないコンパ

クト部分集合の存在の一意性から, An(λ) = Pn(λ)が言える.



写像 πn,λ : I∞n → Cを

πn,λ(ω) :=

∞∑
j=0

ξn
ωjλj

で定めよう. この写像 πn,λ を反復関数系 {ϕn,λ
0 , ϕn,λ

1 , ..., ϕn,λ
n−1} のアドレスマップという. アド

レス (住所) ω = ω0ω1 · · · を入れれば, 住むところ πn,λ(ω) ∈ C が対応するわけである. すると

Pn(λ) = πn,λ(I∞n )となる. I∞n 上に距離 η を η(ω, τ) := (1/n)inf{j∈{0,1,...} | ωj ̸=τj} で入れれば, 距

離空間 (I∞n , η)はコンパクト距離空間 (η が距離になっていることはさほど難しくなく, この場合は

点列コンパクト性が直ちにいえる). さらに, 写像 πn,λ : I∞n → Cはこの距離に関して連続 (ざっくり

と言えば, ω と τ が近ければ, 十分大きな j まで ωj = τj なので, πn,λ(ω)と πn,λ(τ)は近い)なので,

πn,λ の像である Pn(λ)はコンパクトである. 次に, 集合 Pn(λ)が自己相似性を表す式 (1)を満たす

ことを示そう. 全ての i ∈ In に対して,

ϕn,λ
i (Pn(λ)) = {ϕn,λ

i (
∞∑
j=0

ξn
ωjλj) | ω = ω0ω1 · · · ∈ I∞n }

= {λ(
∞∑
j=0

ξn
ωjλj) + ξin | ω = ω0ω1 · · · ∈ I∞n }

= {ξinλ0 +

∞∑
j=1

ξn
ωjλj | ω = ω1ω2 · · · ∈ I∞n } ⊂ Pn(λ)

なので,

Pn(λ) ⊃
n−1∪
i=0

ϕn,λ
i (Pn(λ)).

⊂については, 任意の z ∈ Pn(λ)はある ω = ω0ω1 · · · ∈ I∞n を用いて,

z =

∞∑
j=0

ξn
ωjλj

と表せるが, これは,

z = ϕn,λ
ω0

(
∞∑
j=0

ξn
ωj+1λj)

とも表せるので,

z ∈ ϕn,λ
ω0

(Pn(λ)) ⊂
n−1∪
i=0

ϕn,λ
i (Pn(λ))

となる. したがって (1)の成立がわかった. 以上から, An(λ) = Pn(λ)が言えた.

もちろん Pn(λ)のコンパクト性をいうだけならばアドレスマップを介さず示せるが, このアドレス

マップはこういった分野に度々顔を出す大事な写像であるため導入した. アドレスマップは一般の反

復関数系に対しても定義されるが, ここでは詳細は割愛する.



2.2 極限集合の連結性

フラクタル n角形を定義したので, その連結ローカスMn を改めて定義する. 自然数 nとパラメー

タ λに対して反復関数系 {ϕn,λ
0 , ϕn,λ

1 , ..., ϕn,λ
n−1}とその極限集合であるフラクタル n角形 An(λ)を固

定する.

定義 2.3.
Mn := {λ ∈ D× | An(λ) は連結 }.

ちなみに連結ローカスの「ローカス」は英語で「locus」と書き,「場所」や「位置」を意味する. す

なわちフラクタル n角形 An(λ)の連結ローカスとは, An(λ)が連結である場所 λの集まりというわ

けである. それはともかく「An(λ) は連結」というのはやはり抽象的で調べにくい. ここでもMn を

具体的に表すことを考える.

そのために一般的な話をしておこう. {f0, ..., fm} を完備距離空間 (X, ρ) 上の反復関数系とし,

A ⊂ X を {f0, ..., fm} の極限集合とする. {f0, ..., fm} の極限集合 A に対して, Ai := fi(A)(i ∈
{0, 1, ...,m})と省略してかく. この Ai を Aのピースと呼ぶ. すでに以下のことが知られている.

定理 2.4 (Hata ([9])). 以下は同値である.

(1) Aは連結である.

(2) Aは弧状連結である.

(3) 任意の i, j ∈ {0, ...,m}に対して, ある n1, n2, ..., nk ∈ {0, ...,m}が存在して, n1 = i, nk = j

で, 任意の l ∈ {1, ..., k − 1}に対して, Anl
∩Anl+1

̸= ∅.

主張 (3)がいっているのは, 全ての二つのピースに対して, それらを鎖状につないでいくピースが

あるということである. 証明は [13, 定理 1.6.2]を参照.

それでは, これを具体的にフラクタル n角形の場合に適応してみよう. フラクタル n角形のピース

ϕn,λ
i (An(λ))も同様に省略して,An(λ)i とかくことにする.

もし,
An(λ)0 ∩An(λ)1 ̸= ∅

が成り立つならば, 具体的な表示 (2) から, ある ω = ω1ω2 · · · ∈ I∞n と τ = τ1τ2 · · · ∈ I∞n が存在

して,

ξ0n +

∞∑
j=1

ξn
ωjλj = ξ1n +

∞∑
j=1

ξn
τjλj

となるが, 両辺に ξn をかけてやれば,

ξ1n +

∞∑
j=1

ξn
ωj+1λj = ξ2n +

∞∑
j=1

ξn
τj+1λj

となり,
An(λ)1 ∩An(λ)2 ̸= ∅



をえる. 同様に全ての i ∈ {0, ..., n− 1}に対して,

An(λ)i ∩An(λ)i+1 ̸= ∅

をえる (i = n − 1 のときは, i + 1 は 0). したがって, 任意の i < j ∈ {0, ..., n − 1} に対して,

n1 := i, n2 := i + 1, ..., nj−i+1 := j とおけば (足し算は mod n で), 任意の l ∈ {1, ..., j − i} に対
して,

An(λ)nl
∩An(λ)nl+1

̸= ∅

がいえる. したがって定理 2.4より, An(λ)は連結である. したがって次がいえる.

「An(λ)0 ∩An(λ)1 ̸= ∅」=⇒「An(λ) は連結」.

それでは逆は真なのかということになるが, 結論から言えば正しいのだが, 示すのは結構大変 (難しい

のではなく面倒臭い. 詳細は [2, 定理 2]を参照). 結局次の定理をえる.

定理 2.5.

「An(λ)0 ∩An(λ)1 ̸= ∅」⇐⇒「An(λ) は連結」.

したがってフラクタル n 角形の連結性をみるには, 隣り合ったピースの交わり具合を見ればよい.

また, 定理 2.5の =⇒の証明から, フラクタル n角形は 2π/n回転で変わらないという回転対称性を

有しているのもわかる.

さて, それでは式「An(λ)0 ∩An(λ)1 ̸= ∅」を改めて以下のように書き換えていく.

An(λ)0 ∩An(λ)1 ̸= ∅ ⇐⇒ ξ0n +

∞∑
j=1

ξn
ωjλj = ξ1n +

∞∑
j=1

ξn
τjλj

(∃ω = ω1ω2 · · · , τ = τ1τ2 · · · ∈ I∞n )

⇐⇒ 1− ξn +

∞∑
j=1

(ξn
ωj − ξn

τj )λj

⇐⇒ 1 +
∞∑
j=1

(ξn
ωj − ξn

τj )/(1− ξn)λ
j .

したがって,

Ωn := {ξn
j − ξn

k

1− ξn
| j, k ∈ In}. (3)

とおけば, 以下の命題をえる.

命題 2.6.

Mn = {λ ∈ D× | ∃dj ∈ Ωn s.t. 1 +

∞∑
j=1

djλ
j = 0}.



3 Mn の連結性

3.1 Bouschの方法の拡張

ここでは BouschによるM2 の連結性の証明を拡張することを考える. 詳細は省くが, Bouschの

方法をそのまま適用できるのは, n = 3 のときである. 実は, Bousch は同一論文内でM2 の部分集

合 {λ ∈ D× | ∃dj ∈ {−1, 1} s.t. 1 +
∑∞

j=1 djλ
j = 0}の連結性も示している (ちなみにこの集合は

{λ ∈ D× | 0 ∈ A2(λ)}に等しい). この集合の連結性もほぼ同様の方法で行われるが, 少しだけある

工夫をする. それについて簡単に説明する.

まずM2 の場合対応する係数集合は {−1, 0, 1}となるが, この集合の任意の元は「繋がる」. ここ

で「繋がる」とは, 例えば 0と 1の場合, その差である 1− 0 = 1が再び係数集合の元になることを指

す. また, −1と 1の場合は, 1− (−1) = 2で係数集合から飛び出るが, 0を挟めば, 0− (−1) = 1と

1− 0 = 1が係数集合に入るから, −1と 1は「繋がる」. 一方係数集合が {−1, 1}の場合は, 挟む元で

ある 0がないので「繋げない」ように思えるが, 1− (−1)に −1という係数集合の元を足すことによ

り, 再び係数集合に戻すことができ,「繋がる」. この「繋がる」を拡張した我々の設定が以下である.

定義 3.1. Gを Cの部分集合とする. Gが条件 (∗)を満たすとは Gが以下の条件 (i), (ii), (iii)の全

てを満たすときにいう.

(i) 1 ∈ G.

(ii) 任意の a ̸= bなる a, b ∈ Gに対して, ある b1, b2, ..., bm ∈ Gで b1 = aと bm = bを満たすも

のが存在して, 全ての c ∈ Gに対して, ある d1, d2, ..., dm−1 ∈ Gが存在して,

(b2 − b1)c+ d1 ∈ G, (b3 − b2)c+ d2 ∈ G, ..., (bm − bm−1)c+ dm−1 ∈ G

が成り立つ.

(iii) Gはコンパクト部分集合.

Gを条件 (∗)を満たす集合とする. Dを単位円盤とする. このとき,

PG = {1 +
∞∑
i=1

aiz
i | ai ∈ G},

XG = {z ∈ D | ある f ∈ PG が存在して f(z) = 0}.

とおく. 以下の結果をえる.

定理 3.2 ([15]). Gを条件 (∗)を満たす集合とする. ある実数 Rで 0 < R < 1を満たすものが存在

して, {z ∈ C | R < |z| < 1} ⊂ XG を満たすとする. このとき, XG は連結である.

証明の詳細は, [15]の 4から 9ページを参照.

3.2 Mn は連結である

ここでは次の定理を示すことが目的である.



定理 3.3 ([15]). Mn は連結である.

まず, 命題 2.6より,

補題 3.4.
Mn = XΩn .

さらに次がいえる.

補題 3.5.

{λ ∈ C | 1√
n
< |λ| < 1} ⊂ Mn.

これをざっくりと説明する. まず任意に λ ∈ D×\Mn をとる. するとフラクタル n 角形 An(λ)

はカントール集合になる. ここでいうカントール集合は前出のアドレスマップ πn,λ を通して

I∞n = {0, ..., n− 1}∞ と同相であることを指す.

次にAn(λ)と I∞n の「ハウスドルフ次元」について考えよう. ある距離空間の部分集合の「ハウスド

ルフ次元」とは距離によって定まるある t次元ものさし (tは非負実数)で測ったときにその値が正か

つ有限になるような一意に存在する tで定義される (厳密には少し違うが). そこで (C, | · |)の部分集
合 An(λ)のハウスドルフ次元を dimH(An(λ))とおいて, (I∞n , η)のハウスドルフ次元を dimη

H(I∞n )

とおく (η は, η(ω, τ) := (1/n)inf{j∈{0,1,...} | ωj ̸=τj}). πn,λ(I∞n ) = An(λ)と dimη
H(I∞n ) = 1になる

ことと, 全ての ω, τ について, ある Cn,ω,τ,λ > 0が存在して,

|πn,λ(ω)− πn,λ(τ)| = Cn,ω,τ,λη(ω, τ)
− log |λ|/ logn

となることから (この辺りは非自明な議論だが省略. 詳しくは [8]など参照),

dimH(An(λ)) =
− log n

log |λ|

が従う. さらに 2次元空間内の集合のハウスドルフ次元は常に 2以下なので, 1/
√
n ≥ |λ|. ゆえに,

λ ∈ D×\Mn ⇒ 1√
n
≥ |λ|.

これの対偶をとれば補題 3.5が従う.

さて, あと我々は係数集合 Ωn が条件 (∗)を満たすことを確かめれば, 補題 3.4と補題 3.5と合わせ

て, 定理 3.2の仮定を満たすことから, XΩn(= Mn)の連結性がいえる. その詳細は [15]の 9から 16

ページを参照.

参考文献

[1] C. Bandt, On the Mandelbrot set for pairs of linear maps, Nonlinearity 15 (2002), 1127-47.

[2] C. Bandt and N. V. Hung, Fractal n-gons and their Mandelbrot sets, Nonlinearity 21 (2008),

2653-2670.

[3] M.F. Barnsley and A.N. Harrington, A Mandelbrot set for pairs of linear maps, Physica

150 (1985) 421-432.



[4] T. Bousch, Paires de similitudes z → sz + 1, z → sz − 1, Preprint (1988).
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