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概要

本稿では, 有限体上の代数多様体の合同ゼータ関数と Artin L関数について簡単な復習をし, 有限体上の

超幾何関数の定義及び背景を紹介した後, 有限体上の対角超曲面に作用するある群の指標に付随する Artin

L関数を有限体上の超幾何関数で表わす. また, 特別な場合である Dwork超曲面に関しては, より精密な結

果が得られるので, これも紹介する. 最後に, 応用として Hesse曲線に対してこの結果を適用し, Weil予想

の楕円曲線に関する場合を用いることで, 異なる有限体上の超幾何関数の間の関係を与える.

1 合同ゼータ関数と Artin L関数

ある代数多様体が与えられたとき, それが有理点を持つのか, また持つとしたらどれぐらいの有理点を持つ

か？という問題がある. q を素数 pの冪とし, Fq を位数 q の有限体とする. ここでは, Fq 上の代数多様体 V に

対し, Fq-有理点の個数に関係する, V の合同ゼータ関数と, より細かい Artin L関数について復習する. これ

らについてより詳しい説明が知りたい方は, [14]などを参照していただきたい.

整数 r ≥ 1に対し, Nr(V )を V の Fqr -有理点の個数 #V (Fqr )とする. このとき, V の合同ゼータ関数とは

次の冪級数で定義されるものである:

Z(V, t) := exp

( ∞∑
r=1

Nr(V )
tr

r

)
∈ Q[[t]].

この合同ゼータ関数に対し, Weilが 1949年に述べたWeil予想が有名であり, 数列 {Nr}が大きな規則性を持
つことがこの予想からわかる. Weil予想は, Dwork, Grothendieck, Deligneによって 1974年に解決されてい

る (証明が完結した論文は [2]である).

定理 1.1 (Weil予想, [17]). n次元非特異射影代数多様体 V に対し, 次が成り立つ:

(i) Z-係数多項式 P0(t), . . . , P2n(t)が存在して,

Z(V, t) =
P1(t)P3(t) · · ·P2n−1(t)

P0(t)P2(t) · · ·P2n(t)
.

ただし, Pi(t)は次の条件で特徴づけられる.

(ii) 各 i = 0, 1, . . . , 2nに対し, Pi(t)の次数は, V の i次 Betti数に等しい. さらに, P0(t) = 1− t, P2n(t) =

1− qntであり, すべての iに対して, Pi(t)の根の逆数は絶対値が qi/2 である (Riemann予想の類似).

(iii) 次の関数等式を満たす:

Z
(
V,

1

qnt

)
= ±qne/2teZ(V, t).

ここで e := b0 − b1 + b2 − · · ·+ b2n は V の Euler-Poincaré標数.

例 1.2. V = Pn(n次元射影空間)の場合. 容易に次がわかる:

Nr(V ) = 1 + qr + · · ·+ qrn.



したがって, −log(1− x) = x+ x2/2 + x3/3 + · · · より,

Z(V, t) =
1

(1− t)(1− qt) · · · (1− qnt)
.

例 1.3. V が楕円曲線の場合. ar = 1 + qr −Nr(V )とおく. このとき, 次のことが知られている (cf. [15]).

(i)

Z(V, t) =
1− a1t+ qt2

(1− t)(1− qt)
.

(ii) 1− a1t+ qt2 = (1− αt)(1− βt)(α, β ∈ C)と因数分解したとき, |α| = |β| = √
q.

ここで, 実はすべての r ≥ 1 に対して, ar = αr + βr となる. 対称式が基本対称式で書けることと,

α+ β = a1, αβ = q から, すべての ar, つまりは Nr(V )が N1(V )だけから求まることがわかる.

次に, V にある有限アーベル群 G が作用している場合を考える. このとき, G の指標群 Ĝ = Hom(G,C×)

の元 χに対して, V の指標付き有理点の個数を次で定義する:

Nr(V ;χ) =
1

#G

∑
g∈G

χ(g)#{X ∈ V (Fq)|g−1 ◦ F r(X) = X} ∈ C.

ここで, Fq は Fq の代数閉包で, F : X → X は q 乗フロベニウス射である. そして, V の χに付随する Artin

L関数とは次で定義される冪級数である:

L(V, χ; t) = exp

( ∞∑
r=1

Nr(V ;χ)
tr

r

)
∈ C[[t]].

指標の直交性と, F r での固定点は Fqr -有理点であることから, Nr(V ) =
∑

χ∈ĜNr(V ;χ)であり, このこと

から, V の合同ゼータ関数は Artin L関数の積に分解する.　

2 古典的な一般超幾何関数とその有限体類似

この節では, 古典的な一般超幾何関数を紹介した後, 有限体上の超幾何関数の定義と背景を紹介する.

n,m ≥ 0を整数とし, 複素パラメーター a1, . . . , an, b1, . . . , bm(すべての j で bj ̸∈ Z≤0)と, 複素変数 z に対

し, 一般超幾何関数 (n = 2,m = 1の場合を Gauss超幾何関数という)は次の級数で定義される:

nFm

(
a1, . . . , an
b1, . . . , bm

; z

)
=

∞∑
k=0

(a1)k · · · (an)k
(1)k(b1)k · · · (bm)k

zk.

ここで, (a)k := Γ(a+ k)/Γ(a)は Pochhammer記号であり, 特に (1)k = k!である.

例 2.1.

(i) 0F0(z) =
∑∞

k=0

zk

(1)k
= exp(z).

(ii) 1F0

(
a ; z
)
= (1− z)−a (幾何級数).

(iii) n+1Fn

(
1,1,...,1
2,...,2 ; 1

)
= ζ(n) (ζ は Riemann ζ 関数).

以降では, n = m+ 1の場合のみを考える. 超幾何関数は級数表示のほかに, 次のような積分表示 (cf. [16])



をもつ: 各 iに対し, Re(bi)>Re(ai)> 0のとき,

n+1Fn

(
a0, a1, . . . , an
b1, . . . , bn

; z

)
=

n∏
i=1

B(ai, bi − ai)
−1

×
∫ 1

0

(
n∏

i=1

tai−1
i (1− ti)

bi−ai−1

)
(1− zt1 · · · tn)−a0dt1 · · · dtn. (2.1)

ただし, B(·, ·)はベータ関数. C上の超幾何関数の間には様々な変換公式があり, また, 超幾何関数には微分方

程式の解としての側面もある. これらについてより詳しく知りたい方は, [16]を参照していただきたい.

ここから, この C上の超幾何関数の有限体類似を定義する. F̂×
q を F×

q の指標群 Hom(F×
q ,C×)とし, 以降 ε

を F̂×
q の自明な指標とする. また, 任意の指標 η ∈ F̂×

q に対して, η(0) = 0とすることで, 定義域を Fq まで延

ばして考える. Fq 上の加法指標 ψ : Fq → C× を一つ固定する. ガンマ関数及びベータ関数の有限体類似であ

る, Gauss和及び Jacobi和は次で定義される指標和である: η, η1, . . . , ηn ∈ F̂×
q に対し,

G(η) := −
∑
u∈Fq

η(u)ψ(u),

J(η1, . . . , ηn) := (−1)n−1
∑

u1,...,un∈Fq

u1+···+un=1

η1(u1) · · · ηn(un).

指標 η ∈ F̂×
q に対して, δ(η)を η = εのとき 1, それ以外では 0と定義し, G◦(η) := qδ(η)G(η)とする. そして,

α, ν ∈ F̂×
q に対して, Pochhammer記号の有限体類似を次で定義する:

(α)ν :=
G(αν)

G(α)
.

また, (α)◦ν := G◦(αν)/G◦(α) = qδ(αν)−δ(α)(α)ν とする.

定義 2.2 (有限体上の超幾何関数). n,m ∈ Z≥0 とする. 指標 α1, . . . , αn, β1, . . . , βm ∈ F̂×
q と λ ∈ Fq に対し,

nFm

(
α1, . . . , αn

β1, . . . , βm
;λ

)
q

:=
1

1− q

∑
ν∈F̂×

q

(α1)ν · · · (αn)ν
(ε)◦ν(β1)

◦
ν · · · (βm)◦ν

ν(λ),

(上下の Pochhammer記号が少し違うことに注意せよ). n = m + 1であるとき, この関数の値は Q(ζq−1)上

にある (ζq−1 := exp(2π
√
−1/(q − 1))).

例 2.3. (i) λ ̸= 0のとき,

0F0

(
;λ
)
q
=

1

1− q

∑
ν

1

(ε)◦ν
ν(λ) = ψ(−λ),

(ψ(−λ)は C上の指数関数の類似である).

(ii) λ ̸= 0に対し,

1F0

(α
;λ
)
q
= α−1(1− λ).

注 2.4. Koblitzは [7]で, 有限体上の超幾何関数を (2.1)の類似として次のように定義している:

n+1Fn

(
α0, α1, . . . , αn

β1, . . . , βn
;λ

)Kob

q

:= (−1)n
n∏

i=1

J(αi, α
−1
i βi)

−1

×
∑

u1,...,un∈Fq

( n∏
i=1

αi(ui)α
−1
i βi(1− ui)

)
α−1
0 (1− λu1 · · ·un).



我々の定義での超幾何関数 n+1Fn

(
α0,α1,...,αn

β1,...,βn
;λ
)
q
と Koblitz の超幾何関数は, α0 ̸= ε, αi ̸= βi (∀i =

1, . . . , n)かつ λ ̸= 0のとき一致することが, 離散 Fourier変換よりわかる.

他にも, Greene [3], Katz [6], McCarthy [9] がそれぞれ異なる定義をしている. 定義 2.2 の超幾何関数は

McCarthyの超幾何関数と同じで, 記号を整理したものになっており, Greeneの超幾何関数はその定数倍と等

しい.

有限体上の超幾何関数は, 有限体上の代数多様体の有理点の個数と結びついている. 例えば, [7]で, Koblitz

は方程式
yN = xi11 (1− x1)

j1 · · ·xinn (1− xn)
jn(1− λx1 · · ·xn)k

で定義されるアフィン代数多様体 Cλ に対し, ある条件の下で, 1の N 乗根全体の成す群 µN の作用を考え, そ

れにおける Cλ の指標付き有理点の個数を, n+1Fn と Jacobi和の積で表した. [13]では, Salernoが有限体上の

対角超曲面の有理点の個数を Katzの有限体上の超幾何関数の和で表した. また, [11]において, Miyataniは次

の方程式で定義される, より一般的な代数多様体の合同ゼータ関数を計算し, 有限体上の超幾何関数で表した:

c1T
a1 + · · ·+ cnT

an = λT1 · · ·Tn,

ただし, ci ∈ F×
q , ai = (ai,1, . . . , ai,n) ∈ Zn

≥0 かつ T ai = T
ai,1

1 · · ·T ai,n
n .

次節で, 対角超曲面に作用する有限アーベル群の指標に付随する指標付き有理点の個数を計算し, 有限体上の

超幾何関数で表すが, この結果は Salernoの結果を改良したものになっている.

3 対角超曲面の指標付き有理点の個数

本節と次節では, 対角超曲面とそこに作用する群について説明した後, その群の指標に付随する有理点の個

数に関する Koblitzの結果を紹介し, その結果を用いて指標付き有理点の個数を有限体上の超幾何関数で表す.

また, 対角超曲面の特別な場合である Dwork超曲面に対して, より精密な結果が得られるのでそれも紹介する.

これらの結果は, 筆者の修士論文 [12]の内容をより精密にしたものである.

整数 d ∈ Z>0 は d | q − 1 と仮定する. 整数 n ∈ Z>0 と λ ∈ Fq を固定し, h1, . . . , hn ∈ Z≥0 は

h1 + · · · + hn = d かつ gcd(d, h1, . . . , hn) = 1 を満たすとする. このとき, Fq 上の射影空間内の対角超曲面

Dλ を次の方程式で定義される代数多様体とする:

Xd
1 + · · ·+Xd

n = dλXh1
1 · · ·Xhn

n .

また, D∗
λ を X1 · · ·Xn ̸= 0で定まる Dλ の部分多様体とする. µd を 1の d乗根全体のなす F×

q の部分群とし,

群 G0 を剰余群 µn
d/∆で定義する. ただし, ∆ = {(ξ1, . . . , ξn) ∈ µn

d | ξ1 = · · · = ξn}である. さらに, G0 の部

分群 Gを
G = {ξ = (ξ1, . . . , ξn) ∈ µn

d | ξh = 1}/∆

で定義する. ただし, h := (h1, . . . , hn)で, ξh := ξh1
1 · · · ξhn

n (
∑
hi = dより, ∆の元は ξh = 1を満たすこと

に注意). G0 は D0 に ξ · [X1 : · · · : Xn] = [ξ1X1 : · · · : ξnXn]で忠実に作用し, 同様にして Gは Dλ (λ ̸= 0)

に忠実に作用する. また, Gは自然な単射 G ↪→ G0 を経由して, D0 にも作用する.

以降, F̂×
q の生成元 φを一つ固定する. 集合W := {w = (w1, . . . , wn) ∈ (Z/dZ)n | w1 + · · ·+ wn = 0}に

対して, 次の同型を得る:

W
∼=−→ Ĝ0; w 7−→ φw.

ただし, φw(ξ) := φ(ξw). さらに, χw := φw|G ∈ Ĝとする. このとき, w,w′ ∈W に対して,

χw = χw′
⇐⇒ w − w′ ≡ mh (mod d) (∃m = 0, 1, . . . , d− 1)



である. χw = χw′
のとき, w ∼ w′ と書くことにする (∼はW の同値関係であり, Ĝ ∼= W/ ∼である). Ĝ内

の自明な指標を 1と書くことにする (χw = 1 ⇔ w ∼ 0).

Koblitzにより次が述べられている.

命題 3.1 ((3.2) [7]). λ ̸= 0と w ∈W に対し,

N1(D
∗
λ;χ

w) =
(−1)n

1− q

∑
ν∈F̂×

q

J
(
φw1

d νh1 , . . . , φwn

d νhn

)
νd(dλ).

ただし, φd := φ(q−1)/d は位数がちょうど dの指標.

一般に, Gauss和と Jacobi和に関して次のような公式があるのでまとめておく (cf. [1]):

(i) η1, . . . , ηn ∈ F̂×
q で少なくとも一つは自明でないとするとき,

J(η1, . . . , ηn) =
G(η1) · · ·G(ηn)
G◦(η1 · · · ηn)

. (3.1)

これはベータ関数がガンマ関数に分解することの類似である.

(ii) Eulerの反転公式の類似として, 次が成り立つ:

G(η)G◦(η−1) = η(−1)q. (3.2)

(iii) m ∈ Z>0 を q − 1を割る自然数とする. 任意の η ∈ F̂×
q に対して,∏m−1

i=0 G(φi
mη)∏m−1

i=0 G(φi
m)

= G(ηm)η(m−m), (Davenport-Hasse乗法公式).

ただし, φm := φ(q−1)/m は位数がちょうどmの指標.

Koblitzの結果より, 次の結果が得られる.

定理 3.2 (主結果 1). 全ての i = 1. . . . , nに対し, dhi | q − 1とする. 各 λ ̸= 0と w ∈W に対し,

N1(D
∗
λ;χ

w)

=


(−1)n

qδ(w)
J (φw1

d , . . . , φwn

d )
1−δ(w)

dF
w
d−1(λ) + (−1)n−1 (1− q)n−1

q
(if w ∼ 0),

(−1)nJ (φw1

d , . . . , φwn

d ) dF
w
d−1(λ) (if w ̸∼ 0).

ただし

dF
w
d−1(λ) := dFd−1

(
. . . , φ

wj

dhj
, φ

wj+d
dhj

, . . . , φ
wj+d(hj−1)
dhj

, . . .

φd, . . . , φ
d−1
d

;

(
n∏

k=1

hhk

k

)
λd

)
q

(j は 1, . . . , nまでをはしる )であり, δ(w)は w = 0のとき 1でそれ以外では 0. ここで wj は {0, . . . , d− 1}
内に代表元をとることにする.

証明の概略. (3.1)を使うことで, Koblitzの結果に出てきた Jacobi和を次のように書き直せる:

J
(
φw1

d νh1 , . . . , φwn

d νhn

)
=
G(φw1

d νh1) · · ·G(φwn

d νhn)

G◦ (νd)
.



(本当は w ∼ 0のときに Jacobi和の中のすべての指標が自明になってしまう場合があり, それにより, 定理に

おいて w ∼ 0かどうかの場合分けが生じる.) まず, 分母に対して, Davenport-Hasse乗法公式を用いると次が

得られる.
G◦(νd) = q(ε)◦ν(φd)

◦
ν · · · (φd−1

d )◦νν(d
d).

分子に対しては, 各 j = 1, . . . , nにおいて Davenport-Hasse乗法公式を 2回用いることで次を得る:

G
(
φ
wj

d νhj
)
= G

(
φ
wj

d

) (
φ
wj

dhj

)
ν

(
φ
wj+d
dhj

)
ν
· · ·
(
φ
wj+d(hj−1)
dhj

)
ν
ν(h

hj

j ).

よって, まとめると次を得る:

∑
ν

G(φw1

d νh1) · · ·G(φwn

d νhn)

G◦ (νd)
νd(dλ)

= q−1
n∏

i=1

G (φwi

d )
∑
ν

∏n
j=1

(
φ
wj

dhj

)
ν

(
φ
wj+d
dhj

)
ν
· · ·
(
φ
wj+d(hj−1)
dhj

)
ν

(ε)◦ν(φd)◦ν · · · (φd−1
d )◦ν

ν
(( n∏

k=1

hhk

k

)
λd
)

=
(1− q)

qδ(w)
J (φw1

d , . . . , φwn

d )
1−δ(w)

dF
w
d−1(λ).

Koblitzの結果に代入することで, 定理を得る.

次に, 主結果 1を Dλ まで拡張する. そのために λ = 0(Fermat超曲面)の場合を利用する. Weil[18]により

次が示されている.

補題 3.3 (cf. [7, (2.12)]). For each w ∈W ,

N1 (D0;φ
w) =


0 (全てではないいくつかの wi = 0),
1− qn−1

1− q
(全ての wi = 0),

(−1)nJ (φw1

d , . . . , φwn

d ) (全ての wi ̸= 0).

定理 3.4 (主結果 2). 各 i = 1, . . . , nに対し, dhi | q − 1とする. λ ̸= 0と w ∈W に対し,

N1(Dλ;χ
w) =

(−1)n

qδ(w)
J (φw1

d , . . . , φwn

d )
1−δ(w)

dF
w
d−1(λ)

+


1− qn−1

1− q
+

(−1)n−1

q
+ Jχw (if w ∼ 0),

Jχw (if w ̸∼ 0).

ここで, dF
w
d−1(λ)は定理 3.2と同じ記号で,

Jχw := (−1)n−1
∑
w′∼w

w′
i=0 for some i but not all

J
(
φ
w′

1

d , . . . , φ
w′

n

d

)
.

証明の概略. 証明には次の等式を使う:

N1(Dλ;χ
w)−N1(D

∗
λ;χ

w) = N1(D0;χ
w)−N1(D

∗
0 ;χ

w).

補題 3.3と N1(D0;χ
w) =

∑
w′∼wN1(D0;φ

w′
) (D∗

0 でも同様)により, 計算から右辺が Jacobi和の和 Jχw に

なることがわかる. そして左辺の N1(D
∗
λ;χ

w)は主結果 1より超幾何関数であるため, 定理が得られる.



4 Dwork超曲面

Dwork超曲面に対する結果を述べる前に, 超幾何関数の簡約について紹介する. 有限体上の超幾何関数と古

典的な超幾何関数は非常に強い類似があるが, 上下に同じパラメーターがあるとき, 古典的な超幾何関数ではき

れいに約分できるのに対し, 有限体上の超幾何関数はきれいには約分できないという違いがある. これは有限

体上の超幾何関数の級数表示で, 上下の Pochhammer記号が定数倍だけ異なるからである. そこで, 次のよう

な簡約超幾何関数を定義する.

定義 4.1 (簡約超幾何関数). 指標α0, . . . , αn, β1, . . . , βnに対し, Fred

(
α0,α1,...,αn

β1,...,βn
;λ
)
q
を, n+1Fn

(
α0,α1,...,αn

β1,...,βn
;λ
)
q

の上下にある同じパラメーターを約分式にキャンセルした超幾何関数とする.

例 4.2. α, β, γ ∈ F̂×
q に対し,

Fred

(
α, β, γ

γ, γ
;λ

)
q

= 2F1

(
α, β

γ
;λ

)
q

.

C上では, この Fred と n+1Fn は一致するが, 有限体上では一般には一致しない.

Dwork超曲面 Dλ,d とは, 対角超曲面で, n = dかつ h1 = · · · = hd = 1の場合である. Dwork超曲面が非

特異であることの必要十分条件は λd ̸= 1であることが簡単な計算からわかる.

一般に, 有限体上の超幾何関数を簡約すると, 剰余項が出てきてしまう. 主結果 2を Dwork超曲面に適用し,

出てくる超幾何関数を簡約するとその剰余項が主結果 2で出てきた Jacobi和の和 Jχw の −1倍になることが

計算で確かめられる. これにより, 主結果 2の Dwork超曲面の場合はさらに精密に述べられる. 主結果 2にお

いて Fq を Fqr に取り替えて, φを F̂×
qr の生成元で φの延長になるものに取り替えることで, 次を得る.

定理 4.3 (主結果 3). r ≥ 1とする. φ̃d := φd ◦NFqr/Fq
とする (NFqr/Fq

はノルム写像).

(i) i = 1, . . . , d− 1とし, w = (i, . . . , i) (i.e. χw = 1)に対し,

Nr(Dλ,d;χ
w) =

1− qr(d−1)

1− qr
+ (−1)dJ

( d個︷ ︸︸ ︷
φ̃i
d, . . . , φ̃

i
d

)
Fred

(
φ̃i
d, φ̃

i
d, . . . , φ̃

i
d

φ̃d, . . . , φ̃
d−1
d

;λd
)

qr

.

(ii) χw ̸= 1 かつ wi ̸= 0 (∀i = 1, . . . , d− 1)なる w ∈W に対し,

Nr(Dλ,d;χ
w) = (−1)dJ(φ̃w1

d , . . . , φ̃wd

d )Fred

(
φ̃w1

d , φ̃w2

d , . . . , φ̃wd

d

φ̃d, . . . , φ̃
d−1
d

;λd
)

qr

.

(iii) w ∈W が (0, 1, . . . , d− 1)の順序を入れ替えたものであるとき,

Nr(Dλ,d;χ
w) =


0 (λd ̸= 1),

(−1)d−1+r(q−1)/dqer (λd = 1).

ここで, dが奇数 (resp. dが偶数)のとき, e = (d− 1)/2 (resp. d/2).

注 4.4. (i) Dwork超曲面の場合, Ĝの元は w をうまくとることで, すべて主結果 3の (i)-(iii)のうちのど

れかにあてはまることに注意.

(ii) McCarthyは [10]において, Dwork超曲面の有理点の個数をMcCarthyの超幾何関数の和で表してい

る. また, Goodson[4][5]は Greeneの超幾何関数を用いて同様の結果 (McCarthyの結果より少し弱い)

を示している. 主結果 3はこれらの結果の改良であり, 主結果 3を指標ごとに足し合わせるとMcCarthy

の結果が得られる.



(iii) 主結果 3から, Dwork超曲面の偶数次のコホモロジーに対応する部分 (1 + qr + · · · + qr(d−2) の部分)

はすべて自明な指標に付随する有理点の個数に現れることがわかる. また, 特異点をもつ Dwork超曲面

の有理点の個数が超幾何関数の 1での値に対応していることもわかる.

例 4.5 (d = 3の場合). d = 3の Dwork超曲面は Dλ,3:X
3
1 +X3

2 +X3
3 = 3λX1X2X3 である. λ3 ̸= 0, 1を仮

定すると, Dλ,3 は楕円曲線になる. このとき, Ĝは次の 3つの元から成る:

1 = χ(0,0,0) = χ(1,1,1)= χ(2,2,2),

χ(0,1,2) = χ(1,2,0)= χ(2,0,1),

χ(0,2,1) = χ(1,0,2)= χ(2,1,0).

よって, 主結果 3より, 各 r ≥ 1と i = 1, 2に対して次を得る:

Nr(Dλ,3) = Nr(Dλ,3;1) = (−1)ri(q−1)/3+1J
(
φ̃i
3, φ̃

i
3

)
2F1

(
φ̃i
3, φ̃

i
3

φ̃2i
3

;λ3
)

qr
+ 1 + qr,

(η1η2η3 = ε かつすべてが自明でないならば, J(η1, η2, η3) = η3(−1)J(η1, η2) が成り立つことに注意). これ

は, Matsumoto-Terasoma-Yamazakiの結果 [8]の有限体類似になっている.

この例を応用することにより, 次で超幾何関数の間の関係を与える.

5 超幾何関数の間の関係

第 1 節で紹介したWeil 予想の楕円曲線に対する場合を用いることで, 超幾何関数の間の関係を与える. 例

1.3で, 対称式が基本対称式で表せることより, 任意の r ≥ 1に対する Nr が N1 から求まることを見た. これ

を利用するため, 次のような多項式を定義する.

定義 5.1. r ≥ 0に対して, Pr(x, y) ∈ Z[x, y]を Pr(α + β, αβ) = αr + βr となるものとする. これは次のよ

うに帰納的に定まる:

P0(x, y) = 2,

P1(x, y) = x,

Pr(x, y) = xPr−1(x, y)− yPr−2(x, y).

簡単のため, J2F
i
1(λ) := (−1)i(q−1)/3J(φi

3, φ
i
3)2F1

(
φi

3,φ
i
3

φ2i
3

;λ3
)
q
(i = 1, 2)と書く. このとき, 例 1.3で見た

ことより, 次を得る.

定理 5.2 (主結果 4). 各 r ≥ 1と i = 1, 2に対して, λ ∈ Fq が λ3 ̸= 0, 1のとき

(−1)ri(q−1)/3J(φi
3, φ

i
3)

r
2F1

(
φ̃i
3, φ̃

i
3

φ̃2i
3

;λ3
)

qr
= Pr

(
J2F

i
1(λ), q

)
.

ここでは詳しく述べないが, d = 4の場合に対しても, Dwork超曲面の l-進エタールコホモロジーの G不変

部分の次元がわかっていることから, 同様の関係が得られる.
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