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1 はじめに
クラスター理論は、箙という組合せ的な対象をインプットとして、箙の組合せ的な構造を反映した代数的な
対象をアウトプットとして与える理論である。

箙 “クラスター関手”−−−−−−−−−→ 代数的な対象
(組合せ的な対象) •クラスター代数 (可換環) [6]

•クラスター多様体 (スキーム) [5, 8]
•クラスターモジュラー群 (群) [5]
などなど

インプットである箙を色々と変えることにより、アウトプットとして様々な重要な数学的対象が現れること
が、多くの研究者の仕事によって明らかになっていった。現れる数学的対象は多岐にわたりそれらすべてをリ
ストアップすることは到底かなわないが、筆者の独断と偏見でいくつかをリストアップすると、

• Lie理論に現れる座標環 (二重Bruhat胞体 [1]、冪単部分群 [7])

• Teichmüller空間および写像類群 [4]

• log Calabi-Yau多様体のトーリックモデル [8]

• モノイダル圏のGrothendieck環(量子アフィン代数の加群圏 [9]、箙Hecke代数の加群圏 [10]、アフィン・
グラスマン多様体上の偏屈連接層の圏 [3])

といった感じである。Lie理論、低次元トポロジー、代数幾何学、表現論といった幅広い分野の重要な対象が
現れていることが見て取れるだろう。
この記事で紹介するのは、q-Painlevé系と呼ばれる離散力学系も上記のリストに入れることができるという

比較的最近発見された結果である。このことはBershteinとGavrylenkoとMarshakov [2]によって、ダイマー
模型との関係を用いて発見された。この記事では彼らの結果について、ダイマー模型の代わりにトーリック曲
面のブローアップを用いた筆者による定式化 [12]に基づいて紹介する。

2 クラスター多様体
この記事では、スキームは常に複素数体C上で考えることとする。

2.1 箙とクラスター変換

反対称整数行列のことを箙という。行列を有向グラフの隣接行列と思うことによって、箙とは多重辺は許す
がループと2サイクルは許さない有向グラフだといっても同じことである。



整数aについて [a]+ := max(0, a)とする。

Definition 2.1. 組 (k,Q,Q′)は、Q = (ϵij)とQ′ = (ϵ′ij)が同じ大きさnの箙で、kが1 ≤ k ≤ nなる整数で、
さらに

ϵ′ij =

{
−ϵij if i = k or j = k,

ϵij + [ϵik]+[ϵkj ]+ − [−ϵik]+[−ϵkj ]+ otherwise.
(2.1)

を満たすとき、箙の変異であるという。箙の変異 (k,Q,Q′)をµk : Q→ Q′と表す。

Definition 2.2. ε = 1 or −1とする。組 (σ,Q,Q′)は、Q = (ϵij)とQ′ = (ϵ′ij)が同じ大きさnの箙で、σが集
合{1, . . . , n}の置換で、さらに

ϵ′σ(i)σ(j) = εϵij (2.2)

を満たすとき、箙のε-同型であるという。箙の (+1)-同型を単に箙の同型といい、箙の (−1)-同型を箙の反同
型ということにする。箙の同型 (resp. 反同型) (σ,Q,Q′)をσ : Q→ Q′ (resp. −σ : Q→ Q′)と表す。

箙の変異 (resp. ε-同型)において、k (resp. σ)とQが与えられればQ′は (2.1) (resp. (2.2))によって一意に
定まる。

Example 2.3.

Q =


0 3 −1 −2
−3 0 2 1
1 −2 0 1
2 −1 −1 0

 =

1

2 3

4

, Q′ =


0 1 1 −2
−1 0 −2 3
−1 2 0 −1
2 −3 1 0

 =

2

41

3

はどちらも箙であり、µ3 : Q→ Q′は箙の変異である。また、置換σ = (1, 2, 4, 3), σ′ = (1, 2)(3, 4)に対して、
σ : Q→ Q′は箙の同型で、−σ′ : Q→ Qは箙の反同型である。

箙たちが変異 (と同型と反同型)によって繋がり合っている様子が、クラスター理論で重要になる組合せ的な
構造である。この構造を亜群という代数的な構造で表しておくと便利である。亜群とは、射がすべて同型射で
あるような (小)圏のことをいう。群とは対象が一つの亜群に他ならないという意味で、亜群は群の一般化に
なっている。集合から自由群を構成するのと同じような方法で、有向グラフから自由亜群を定めることができ
る。いま、頂点集合がすべての箙からなる集合であり、辺集合がすべての箙の変異および箙の同型および箙の
反同型からなる集合であるような有向グラフを考え、その有向グラフから定まる自由亜群をQと書く。すな
わち、Qの対象は箙で、射は箙の変異と同型と反同型の形式的な合成である。Qの射はクラスター変換と呼
ばれる。ふたつの箙QとQ′が変異同値であるとは、Q = dom(c)かつQ′ = cod(c)を満たすクラスター変換
c : Q→ Q′が存在するときをいう。

2.2 クラスター関手

有理関数体C(X1, . . . , Xn)の部分集合

Qsf(X1, . . . , Xn) :=

{
f(X1, . . . , Xn)

g(X1, . . . , Xn)
| fとgは係数がすべて非負整数の非零多項式

}
は半体の構造を持つ。ここで、半体とは、乗法的なアーベル群に可換かつ結合的な演算であって乗法に関して
分配的なものが備わったものをいう。平たく言えば、半体とは引き算を許さない体のようなものである。



ある自然数nについてSpecC[X±1
1 , . . . , X±1

n ]と同型であるようなスキームを代数的トーラスという。代数
的トーラスの間の支配的な有理写像

f : SpecC[X±1
1 , . . . , X±1

m ] 99K SpecC[X±1
1 , . . . , X±1

n ]

は、誘導される有理関数体の間の射

f∗ : C(X1, . . . , Xn) → C(X1, . . . , Xm)

が半体の間の射
Qsf(X1, . . . , Xn) → Qsf(X1, . . . , Xm)

に制限するとき、正有理写像であるという。圏Posを、対象が代数的トーラスで、射が正有理写像であるよう
な圏として定める。Posの同型射は正双有理写像と呼ばれる。
クラスター理論は、組合せ的な世界と代数的な世界を結びつける関手Q → Posによって記述される。クラ
スター理論においてはそのような関手として、A関手およびX関手と呼ばれる二つの関手が存在する。これら
二つの関手はどちらも重要であり、また密接に関係しているのだが*1、この記事ではq-Painlevé系とより直接
関係するX関手についてのみ定義を行う。

Definition 2.4. 関手X : Q → Posを以下で定める。まず、箙Qに対しては

X (Q) := SpecC[X±1
1 , . . . , X±1

n ]

とする。ここで、nはQの大きさである。次に、クラスター変換c : Q → Q′の行き先の正双有理写像
X (c) : X (Q) 99K X (Q′)を定義する。そのためには生成元、すなわち箙の変異と同型と反同型の行き先
を決めればよい。以下では、X (c)から誘導される有理関数体上の同型X (c)∗を単にc∗と書くことにする。こ
の記法のもと、箙の変異µk : Q→ Q′については、Q = (ϵij)として、

µ∗
k(Xi) :=

{
X−1

k if i = k,

Xi(1 +X
− sgn(ϵik)
k )−ϵik if i ̸= k,

と定め、箙の (±1)-同型±σ : Q→ Q′については

±σ∗(Xσ(i)) := X±1
i

と定める。

2.3 クラスター多様体

箙Qに対して、Qに付随するクラスター多様体XQとは、代数的トーラスのコピーをQをドメインとするク
ラスター変換たちによって張り合わせて得られるスキームである。以下、より詳しい定義について説明する。
まず、張り合わせでスキームを得る方法について復習する。以下を満たす四つ組 (I, {Ui}, {Uij}, {fij})を

スキームの張り合わせデータという。
• Iは集合である。

*1 これら二つの関手が導入された論文 [5]では、この関係性を尊重して組 (A,X )のことをcluster ensembleと呼んでいる。



• {Ui}i∈Iはスキームの族である。
• {Uij}i,j∈IはUij ⊆ Xiなる開部分スキームの族で、Uii = Uiを満たす。
• {fij}i,j∈Iはfij : Uij → Ujiなる同型の族であって、f−1

ij (Uji ∩ Ujk) = Uij ∩ Uikを満たし、Uij ∩ Uik

上でfik = fjk ◦ fijを満たす。
次の命題は、スキームの張り合わせデータが与えられると、{Ui}を{Uij}をのりしろにして{fij}によって張
り合わせて得られるスキームが構成できるということを述べている。

Proposition 2.5. 以下を満たすスキームXおよび射の族{ϕi : Ui → X}が存在する。
• ϕiはUiからXの開部分スキームへの同型を与える。
• ϕj ◦ fij = ϕi|Uij .

• X =
∪

i ϕi(Ui).

• ϕi(Ui) ∩ ϕj(Ui) = ϕi(Uij) = ϕj(Uji).

さらに、このようなXと{ϕi}の組は一意な同型の違いを除いて一意に定まる。

命題2.5を用いてクラスター多様体を定義しよう。集合Iを、Qをドメインとするクラスター変換全体の集
合とする。スキームの族{Uc}c∈IをUc = X (cod(c))で定める。開部分スキームUc,d ⊆ Ucを、fc,d : Uc,d →
fc,d(Uc,d)が同型となる最大の開集合Uc,d ⊆ Ucとする。ここで、fc,d = X (d ◦ c−1)である。これらはスキー
ムの張り合わせデータを与える*2。

Definition 2.6. この張り合わせデータから定まるスキームを箙Qに付随するクラスター多様体といい、XQ

と書く。

クラスター多様体XQはHQという代数的トーラスの点でパラメタライズされるスキームの族と思えるとい
うことを説明する。大きさnの箙Q = (ϵij)に対して、

KQ :=

{
(a1, . . . , an) ∈ Zn |

n∑
i=1

aiϵij = 0 for all j = 1, . . . , n

}
. (2.3)

をQの零空間として、HQ := SpecC[KQ]とする。ここで、C[KQ]は群環を表す。積を乗法的に書くために、
不定元zを用いてα ∈ KQに対応するC[KQ]の元をzαと書くことにする。X (Q) = SpecC[Zn]なので、包含
KQ ⊆ Znは射X (Q) → HQを誘導する。このとき、任意のクラスター変換c : Q→ Q′について、canonicalな
同型HQ → HQ′が存在し、

X (Q)

X (Q′)

HQ

HQ′

X (c) ∼=

が可換になる。この可換図式より、自然な射λQ : XQ → HQが存在することがわかる。この射により、クラ
スター多様体は代数的トーラスHQを底空間とするスキームの族と思える。このことを強調したい場合に、射
λQのことをクラスター多様体ということもある。

*2 証明は [8, Proposition 2.4]を見よ。



2.4 クラスターモジュラー群/亜群

c : Q → Q′をクラスター変換とすると、cはQをドメインとするクラスター変換の集合とQ′をドメインと
するクラスター変換の集合との間の全単射を誘導する。これはクラスター多様体XQとXQ′の張り合わせデー
タのラベルの入れ替えになっていて、したがってスキームの同型XQ → XQ′を誘導する。よって、変異同値
な箙は同型なクラスター多様体を与える。しかし、変異同値な箙QとQ′に対して、異なる二つのクラスター
変換c1, c2 : Q→ Q′が、XQからXQ′への異なる二つの同型を与える場合がある。この曖昧性は、次の亜群お
よび群によって記述される。

Definition 2.7. 亜群G := Q/ kerXをクラスターモジュラー亜群といい、箙Qに対して群ΓQ := AutG(Q)を
Qに付随するクラスターモジュラー群という。

すなわち、Gの対象は箙であり、射はクラスター変換をXで送って同じになるものを同一視して得られる同
値類である。定義より、関手Xは忠実な関手G → Posを誘導する。クラスターモジュラー亜群およびクラス
ターモジュラー群はクラスター理論における対称性を記述しており重要である。
クラスターモジュラー群がクラスター多様体に忠実に作用することを説明する。クラスター変換c : Q→ Q′

はクラスター多様体の間の同型XQ → XQ′を誘導するのだったが、特にQ = Q′の場合は、XQ上の自己同型
を誘導する。したがって、クラスターモジュラー群の定義より、単射な群準同型ΓQ → Aut(XQ)を得る。同
様に、ΓQ → Aut(HQ)も得られる。これらふたつの作用は、λQ : XQ → HQと可換である。

3 トーリック多様体
扇という組合せ論的なデータから、トーリック多様体と呼ばれる代数多様体が構成できる。トーリック多様
体の最大の特徴は、トーリック多様体の様々な幾何的な性質を扇の組み合わせ的な言葉を用いて記述できると
いう点である。トーリック多様体について手短に紹介する。
nを自然数として、

M = Zn, N = HomZ(M,Z),
MR =M ⊗Z R, NR = N ⊗Z R

とする。σ ⊆MRが有理強凸多面錐とは、σ =
∑

v∈S R≥0vとなる有限集合S ⊆ Nが存在して、σがNRの0以
外のいかなる線形部分空間を含まないときをいう。このとき、Sはσを生成するという。有理強凸多面錐σに
対して、双対錐σ∨ ⊆ NRを

σ∨ := {n ∈ NR | ⟨n,m⟩ ≥ 0 ∀m ∈ σ}

で定める。有理強凸多面錐からなる空でない有限集合Σは
(1) σ ∈ Σかつτ ⊆ σのとき、τ ∈ Σである。
(2) σ1, σ2 ∈ Σのとき、σ1 ∩ σ2はσ1およびσ2の面である。

を満たすとき扇と呼ばれる。扇Σに対して、命題2.5をスキームの張り合わせデータ
• 集合Σ,

• Uσ = SpecC[σ∨ ∩N ]で与えられるスキームの族{Uσ},
• Uσ1,σ2 = Xσ1∩σ2 ⊆ Xσ1で与えられる開部分スキームの族{Uσ1,σ2},



• fσ1,σ2 = idσ1∩σ2 : Xσ1∩σ2 → Xσ2∩σ1で与えられる同型の族{fσ1,σ2},

に対して適用して得られるスキームをΣに付随するトーリック多様体といい、TV(Σ)と書く。これはC上
の代数多様体になる。トーリック曲面とは、Mが二次元のときのトーリック多様体のことをいう。扇Σは、∪
Σ = MRのとき完備であるといい、任意のσ ∈ Σについてσが{e1, . . . , ep}で生成されるようなMの基底

e1, . . . , enおよび整数1 ≤ p ≤ nが存在するとき非特異であるという。これらはそれぞれTV(Σ)がC上固有で
あることおよび非特異であることと同値である。
トーリック多様体TV(Σ)には代数的トーラスSpecC[N ]が作用していて、その作用の軌道と扇Σに属する

錐の間には一対一の対応がある。錐σに対応する軌道をDσと書くことにする。1次元の面に対応する軌道は
TV(Σ)上のWeil因子である。完備で非特異なトーリック曲面TV(Σ)上の交差理論は、以下のように扇Σに
よって組合せ的に記述される。

Proposition 3.1. Σを2次元の完備で非特異な扇とする。i = 1, 2について、σiを原始ベクトルuとuiで生成
される2次元の錐とする。ρをρ = σ1 ∩ σ2 = R≥0uで与えられる1次元の面とする。このとき、ある整数bが
存在してu1 + u2 = buを満たす。さらに、

Dρ ·Dρ′ =


−b if ρ = ρ′,

1 if ρ′ = R≥0ui, i = 1, 2,

0 otherwise

が成り立つ。

4 q-Painlevé系
坂井 [14]は代数曲面の理論を用いて離散Painlevé系と呼ばれる離散力学系を系統的に構成した。坂井理論
では、離散Painlevé系は、ある種の有理曲面の族へのCremona等長群の忠実な作用として定義される。坂井は
幾何的な考察により、離散Painlevé系は全部で22種類あることを示した。これらはさらに大きく三つに分け
られ、楕円型 (1種類)、乗法型 (10種類)、加法型 (11種類)と類別される。このうち乗法型の離散Painlevé系は
別名q-Painlevé系とも呼ばれ、この場合の有理曲面はトーリック曲面のブローアップで与えることができる。
以下では、q-Painlevé系はクラスターモジュラー群のクラスター多様体への作用として実現できるということ
を説明する。
N̄ = Z2として、同型

∧2
N̄ ∼= Zを (1, 0) ∧ (0, 1) = 1で固定する。成分の最大公約数が1である整数ベクト

ルを原始ベクトルと呼ぶ。

Definition 4.1. N̄の原始ベクトルの組 (w1, . . . , wn)は、以下の条件を満たすとき (トーリック曲面の)ブロー
アップ・データであるという。

(1)
∑n

i=1 Qwi = N̄ ⊗Z Qである。
(2) N◦ = Znおよびe1, . . . , enをN◦を標準基底としたとき、ei ⊗ c 7→ wi ⊗ c (c ∈ Q)によって定まる線形
写像N → N̄ ⊗Z Qの像が N̄であるような格子N ⊆ N◦ ⊗Z Qが存在する。

(w1, . . . , wn)をブローアップ・データとして、定義中の格子Nを固定する。このとき、N◦はNの有限指数
の部分群である。定義より全射ψ : N → N̄を得る。M = HomZ(N,Z)として、TN = SpecC[M ]とする。線
形写像φ : N̄ →Mを n̄ 7→ (n 7→ ψ(n) ∧ n̄)で定める。φは単射であり、原始ベクトルを原始ベクトルに送る。



ブローアップ・データに対して、箙Q = (ϵij)を ϵij = wi ∧ wjによって定義する。定義より rankQ = 2

に注意する。2節より、クラスター多様体λQ : XQ → HQを得る。ただし、N◦ ⊊ Nのときは、定義2.4

でX (Q) := SpecC[Zn](= Spec[N◦])としていたのをX (Q) := SpecC[N ]に取り換えて、(2.3)の直後に
HQ := Spec[KQ]としていたのをHQ := Spec[K◦

Q] (ここで、K◦
Q := KQ ∩N◦)に取り換えておく。

GrossとHackingとKeel [8]は、変異による代数的トーラスの張り合わせがトーリック多様体のブローアップ
によって余次元2を除いて実現できるということを発見し、そのことを用いてクラスター多様体λQ : XQ → HQ

の一般のファイバーは本質的には次のようにして得られるトーリック曲面のブローアップY およびその上の
反標準因子Dを用いてY \Dとして与えられることを示した。
ブローアップ・データに属する任意のベクトルwiが Σ̄の1次元の面を生成しているような完備で非特異な

N̄の扇 Σ̄をひとつ固定して、Ȳ = TV(Σ̄)とする。このような扇はいつでも取ることができる。Σ := φ(Σ̄)

はMの扇であり、射影M → HomZ(KQ,Z) ∼= M/(KQ)
⊥は射 λ̄ : TV(Σ) → HQを誘導する。λ̄の各ファイ

バーはトーリック曲面 Ȳ と同型である。原始ベクトルφ(wi)に対応するTV(Σ)の因子をDiと書くことにす
る。V̄ (1 + zei)を零点集合V (1 + zei) ⊆ SpecC[N ]のTV(Σ)における閉包として、Zi = Di ∩ V̄ (1 + zei)と
する。α ∈ HQとする。このとき、Zi ∩ λ̄−1(α)は1点からなる [8, Lemma 5.1]。この点をpiとする。Σ̄の1

次元の面はw′
1, . . . , w

′
sであるとする。j = 1, . . . , s (resp. i = 1, . . . , n)について、w′

j (resp. wi)に対応する
因子を D̄′

j (resp. D̄i)と書くことにする。そして、π : Y → Ȳ を点の列p1, . . . , pnに沿ったブローアップの
合成とする。j = 1, . . . , s (resp. i = 1, . . . , n)について、D̄′

j (resp. D̄i)の強変換をD′
j (resp. Di)と書き、

D = D′
1 + · · ·+D′

sとする。以上がY とDの与え方である。
ブローアップ・データから得られる箙に付随するクラスター多様体はこのようにトーリック曲面のブロー

アップで記述される。この記述の下で、格子K◦
Qは以下のような幾何的な意味を持つ。

Theorem 4.2 ([8, Theorem 5.5 and 5.6]). D⊥ ⊆ Pic(Y )を、すべてのD′
1, . . . , D

′
sと直交する因子類からな

るPicard群の部分空間とする。このとき、

K◦
Q → D⊥,

∑
i

aiei 7→ π∗C −
∑
i

aiEi,

として定まる同型が存在する。ここで、Cは

C · D̄′
j =

∑
i:Di=D′

j

ai for j = 1, . . . , s

を満たす唯一の因子類である。さらに、この同型はクラスター変換と整合的である。

定理4.2より、D⊥ ⊆ Pic(Y )の交差形式から誘導される自然な対称双線形形式K◦
Q ×K◦

Q → Zが存在する。
この形式によるα, β ∈ KQの行き先をα · βと書くことにする。
ブローアップ・データは、双線形形式K◦

Q ×K◦
Q → Zが半正定値だが正定値でないとき、q-Painlevé型で

あるということにする。このときの箙Qもq-Painlevé型であるということにする。定理4.2の同型のクラス
ター変換との整合性より、q-Painlevé型という性質は変異同値と整合的である。q-Painlevé型の箙に対して、
δ · δ = 0を満たし成分が正である原始的なベクトルδ ∈ K◦

Qが一意に定まる。δは零ルートと呼ばれる。零
ルートに対応するHQ上の関数zδ ∈ C[K◦

Q]はqと書かれる。射XQ → HQより、qはクラスター多様体XQ上
で大域的に定義される関数とも思える。この関数qは「q-Painlevé系」の名前にあるqの正体に他ならない。

Theorem 4.3. q-Painlevé型の箙の変異同値類は10個あり、それらの代表元は図1のブローアップ・データで
与えられる。
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図1 q-Painlevé型のブローアップ・データの変異同値類による分類。

定理4.3は、q-Painlevé型のブローアップ・データに多角形を対応させ、KasprzykとNillとPrince [11]によ
る多角形に関する分類に帰着させることで証明される。
以下で見るように、10個のq-Painlevé型の箙の変異同値類はそれぞれ10種類のq-Painlevé系に対応する。図

1でブローアップ・データの左にある記号は、対応するq-Painlevé系の対称型と坂井理論において呼ばれるも
のである*3。坂井理論ではq-Painlevé系の対称型はアフィンルート系やアフィンWeyl群の型と密接に関係し
ている。このことは例4.5において触れる。
BershteinとGavrylenkoとMarshakov [2]は、ダイマー模型に関連して現れる8個の箙について、それらに付

随するクラスターモジュラー群のクラスター多様体への作用が、それぞれ8種類のq-Painlevé系を与えること
をケースバイケースの明示的な計算により示した*4。また、残りの2種類のq-Painlevéについても、それを実現
するような2個の箙を類推によって与えた*5。彼らの与えた10個の箙は、図1のブローアップ・データによっ
て与えられる10個の箙とそれぞれ変異同値になっていることが簡単に確かめられる。したがって、彼らの明
示的な計算と定理4.3を合わせることで、以下を得る。

Theorem 4.4. クラスターモジュラー群ΓQのクラスター多様体λQ : XQ → HQへの作用は、坂井理論 [14]の
意味でのq-Painlevé系を与える。

この記事ではこの定理のより正確な主張について述べる代わりに、E(1)
7 型のブローアップ・データの場合に

限定して定理の内容について詳しく見ることにする。

Example 4.5. N = N◦ = Z10として、w1 = · · · = w4 = (0, 1), w5 = (−1, 0), w6 = w7 = (0,−1),

w8 = w9 = w10 = (1, 0)で与えられるブローアップ・データを考える。これは図1でE(1)
7 型とされているもの

*3 ただし、この記事では [14]における対称型の記号より簡略化したものを用いている。
*4 q-Painlevé系とクラスター理論との関係自体は特別な場合には大久保 [13]によって以前から発見されていた。
*5 この2個の箙とダイマー模型との関連はいまのところ不明だと [2]では述べられている。



である。このブローアップ・データから得られる箙Qは以下のようになる。

Q =

1 2 3 4

5

6 7

8

9

10

まず、これが実際にq-Painlevé型であることを確認する。KQの基底として

α0 = e4 − e3, α1 = e3 − e2, α2 = e2 − e1, α3 = e1 + e6,

α4 = e5 + e8, α5 = e9 − e8, α6 = e10 − e9, α7 = e7 − e6

というものが取れる。定理4.2およびトーリック曲面のブローアップの交差形式の計算 (命題3.1および例外曲
線の自己交差数が−1であるという事実を用いる)から、αi = −2がすべての iで成り立ち、αi · αjは、グラフ

α0 α1 α2 α3 α4 α5 α6

α7

でαiとαjが繋がっている (resp.いない)ときに1 (resp. 0)であることがわかる。このグラフはE
(1)
7 型の

Dynkin図形に他ならない。よって、KQ上の双線形対称形式は半正定値だが正定値でなく、Qはq-Painlevé型
である。零ルートは

δ = α0 + 2α1 + 3α2 + 4α3 + 3α4 + 2α5 + α6 + 2α7

= e1 + e2 + e3 + e4 + 3e5 + 2e6 + 2e7 + e8 + e9 + e10

で与えられる。
E

(1)
7 型の (拡大) Weyl群Wを、生成元s0, . . . , s7, ιおよび関係式

s2i = e, sisj = sjsi (if αi · αj = 0), sisjsi = sjsisj (if αi · αj = 1),

ι2 = e, ιs{0,1,2,3,4,5,6,7} = s{6,5,4,3,2,1,0,7}ι

によって定義する。群Wは格子KQに

si(αj) = αj + (αi · αj)αi, ι(α{0,1,2,3,4,5,6,7}) = α{6,5,4,3,2,1,0,7} (4.1)

によって忠実に作用する。W op = {w∗ | w ∈W}をWの反対群とする。群準同型f :W op → ΓQが

s∗0 7→ (3, 4), s∗1 7→ (2, 3), s∗2 7→ (1, 2), s∗3 7→ µ1 ◦ (1, 6) ◦ µ1,

s∗4 7→ µ5 ◦ (5, 8) ◦ µ5, s∗5 7→ (8, 9), s∗6 7→ (9, 10), s∗7 7→ (6, 7),

ι∗ 7→ µ5 ◦ −(1, 5)(2, 8)(3, 9)(4, 10) ◦ µ5

によって定まる。したがって、W opはクラスター多様体XQ → HQに作用する。W opのHQへの作用は

f(si)(z
αj ) = zsi(αj), f(ι)(zαi) = z−ι(αi)

で与えられ、これはWのKQへの作用 (4.1)から誘導されるものと符号の違いを除いて一致する。より詳
しく述べると、f(w)(zα) = zsgn(w)w(α)が任意のw ∈ Wとα ∈ KQで成り立つ。ここで、符号 sgn(w)は
f(w)(q) = qsgn(w)によって定まる。このことから特にfが単射であることが従う。したがって、群W opはク
ラスター多様体に忠実に作用する。この作用はE

(1)
7 型のq-Painlevé系と呼ばれる。
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