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概要
本研究は，北海道大学の栄伸一郎教授と島谷晴基氏との共同研究である．半区間 [0,∞)を 3つ，

原点でキルヒホッフの境界条件下で繋いだ領域（以後，無限 Y字領域と呼ぶ）で Allen-Cahn方程
式を考える．近年，無限 Y字領域や，星状グラフ上で反応拡散方程式を考える問題が精力的に研
究されている [4][5]．本発表では，無限 Y字領域での反応拡散方程式の数値計算の手法を紹介した
い．またその数値計算結果と島谷氏が得た，Allen-Cahn方程式のフロントダイナミクスの一部の結
果が一致することも含めて紹介したい．

1 Allen-Cahn方程式のフロントダイナミクスの理論による主結果
図 1のように 3個の半区間 [0,∞)を，原点で結合することで得られる領域 Ωを無限 Y字領域と呼

ぶ．また，結合させた半区間をそれぞれ Ω0,Ω1,Ω2 とおく．

図 1: 無限 Y字領域 Ω

位置 x ∈ Ωが Ωi 上にあるとき xを xi，u = u(t, x)として Ωi 上の関数 uを ui = ui(t, xi)と表すこと
とする．このような領域上で以下の反応拡散方程式を考える．

∂ui
∂t = D ∂

2ui

∂x2
i
+ 1

2 (ui − a)(1 − u2
i ), （i = 0, 1, 2,D :拡散係数 (> 0), t > 0, xi ∈ Ωi),

ui(0, xi) = ui0(xi), 　（初期値）,
∂u0
∂x0

(t, 0) + ∂u1
∂x1

(t, 0) + ∂u2
∂x2

(t, 0) = 0, （キルヒホッフの境界条件）,　
u0(t, 0) = u1(t, 0) = u2(t, 0).

(1)

この式は一般に Allen-Cahn方程式と呼ばれており，原点にはキルヒホッフの法則に基づいた境界
条件が課されている．本研究では a = 0として，上式を満たすΩ0,Ω1上の一般解 u0, u1がフロント型
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定常解を用いて表される場合の，u0, u1, u2のダイナミクスを調べる．ただし，フロント型定常解の定
義としては次の通りである．
定義 1. f : R→ R，十分滑らかであると仮定する．u = u(t, x)として，反応拡散方程式

∂u
∂t
= D
∂2u
∂x2 + f (u), （D :拡散係数 (> 0), t > 0, x ∈ R), (2)

u(0, x) = u0(x), 　（初期値）, (3)

u(t,±∞) = S ±. (4)

における式 (2)～(4)と ∂u
∂t = 0をみたす解 S (x)を定常解と呼ぶ．ただし，S ± は f の安定平衡点とす

る．S (x)→ S ±(x→ ±∞)において，S + , S −であるときの定常解 S (x)を特にフロント型定常解と呼
ぶこととする．
例 1. 一次元の数直線上の Allen-Cahn方程式

∂u
∂t = D ∂

2u
∂x2 +

1
2 u(1 − u2), （D :拡散係数 (> 0), t > 0, x ∈ R),

u(0, x) = u0(x), 　（初期値）,
u(t,±∞) = ±1.

において，フロント型定常解は S (x) = tanh( x−c
2
√

D
)　 (c ∈ R)である（図 2）．

図 2: 一次元の数直線上の Allen-Cahn方程式のフロント型定常解 (c = 5)

定理 1. （無限 Y字領域上の Allen-Cahn方程式におけるフロントダイナミクス）

無限 Y 字領域上の Allen-Cahn 方程式 (1) において a = 0 を仮定し，S (x) = tanh( x
2
√

D
) とする．

sup
x∈Ω0

|u0(0, x0)−S (x0−l0(0))| << 1, sup
x∈Ω1

|u1(0, x1)−S (x1−l1(0))| << 1, sup
x∈Ω2

|u2(0, x2)+1| << 1ならば ∃l∗ > 0

が存在し，l0(0), l1(0) >> l∗であるとする．l0(t), l1(t) > l∗である限り，sup
x∈Ω0

|u0(t, x0) − S (x0 − l0(t))| <<

1, sup
x∈Ω1

|u1(t, x1) − S (x1 − l1(t))| << 1, sup
x∈Ω2

|u2(t, x2) + 1| << 1である．また次が成り立つ．

1) l0(0) = l1(0) > l∗ のとき．　
l0(t), l1(t) > l∗ である限り，l0(t), l1(t)は単調減少である．

2) log 2 < l1(0) − l0(0)のとき
l1(τ) − l0(τ) = log 2をみたす τ(> 0)が存在し，t < τのとき l0(t)は単調増加，l1(t)は単調減少であ
る．また，t > τのとき l0(t), l1(t) > l∗ である限り，l0(t), l1(t)は単調減少である．
では次節にて無限Y字領域上における反応拡散方程式の数値計算手法と，またその数値計算結果が
定理 1と相反しないことを紹介する．また定理 1では l0(t), l1(t)が原点に近い場合の解の振る舞いに関
して理論的な証明はなされていない．そこで数値計算にて l0(t), l1(t)が原点に近い場合の解 u0, u1, u2

の振る舞いに関しても実験的に調べ，その結果を紹介する．



2 無限Y字領域上の数値シミュレーション
無限 Y字領域での反応拡散方程式の数値計算手法をより理解しやすいものにするため，まずは 1

次元の数直線上での反応拡散方程式の計算手法と簡単を紹介する．
プログラミングでは例えば実数のような連続な空間を細かく分けて方程式を考える．一般的にこ

の空間を細分する行為は離散化すると呼ばれている．以後，空間 xを離散化して得られる最小の区間
を ∆xと，時間 tを離散化して得られる最小の区間を ∆tと表す．
次に実際に方程式の数値的な解析をする手法を紹介する．
un

i := u(n × dt, i × dx)と定義し，式 (2)を
un+1

i − un
i

∆t
= D

un
i+1 − 2un

i + un
i−1

(∆x)2 + f (un
i )

と離散化する．r = ∆t
(∆x)2 としてこの式を un+1

i に関して解くと，

un+1
i = rD(un

i+1 − 2un
i + un

i−1) + ∆t f (un
i ) + un

i (5)

となり，次の時間ステップでの解 uを数値的に求めることが出来る．この時間微分を前進差分商に
よって記述した計算手法は陽解法と呼ばれている．
次に無限 Y字領域上の反応拡散方程式の数値計算手法を紹介する．数値計算的には原点でのキル

ヒホッフの境界条件の処理が問題となる．以後，分かりやすいように差分の式では u0 を u，u1 を v，
u2 を wと表すこととする．
問題となっている Ω0，Ω1，Ω2 の原点上での差分の式を書き出してみると，

un+1
0 = r(un

1 − 2un
0 + un

−1) + ∆t f (un
0) + un

0,

vn+1
0 = r(vn

1 − 2vn
0 + vn

−1) + ∆t f (vn
0) + vn

0,

wn+1
0 = r(wn

1 − 2wn
0 + wn

−1) + ∆t f (wn
0) + wn

0.

(6)

である．しかし，un
−1，vn

−1，wn
−1は定義されていない．よって，キルヒホッフの境界条件を用いて un

−1，
vn
−1，wn

−1 を用いずに原点での差分の式を書き表す．
キルヒホッフの境界条件を離散化し，前進差分商で記述すると，

un
1 − un

0

∆x
+

vn
1 − vn

0

∆x
+

wn
1 − wn

0

∆x
= 0, (7)

un
0 = vn

0 = wn
0. (8)

となる．さらに式 (7)を変形すると，

un
1 + vn

1 + wn
1 = un

0 + vn
0 + wn

0 (9)

が得られる．式 (8), (9)から，
un

0 = vn
0 = wn

0 =
un

1 + vn
1 + wn

1

3
が得られ，un

−1，vn
−1，wn

−1を用いずに原点での差分の式を書き表すことができる．では実際にプログ
ラムを実行した例を紹介したい．
例 2. （無限 Y字領域上の Allen-Cahn方程式におけるフロントダイナミクス）
次の式を考える．ui = ui(t, xi), a = 0として，

∂ui
∂t = D ∂

2ui

∂x2
i
+ 1

2 (ui − a)(1 − u2
i ), （i = 0, 1, 2,D :拡散係数 (> 0), t > 0, xi ∈ Ωi),

ui(0, xi) = ui0(xi), 　（初期値）,
∂u0
∂x0

(t, 0) + ∂u1
∂x1

(t, 0) + ∂u2
∂x2

(t, 0) = 0, （キルヒホッフの境界条件）,　
u0(t, 0) = u1(t, 0) = u2(t, 0).



このとき，上式をみたす Ω0,Ω1上の解 u0, u1がフロント型定常解を用いて表される場合の，u0, u1, u2

のダイナミクスを数値計算によって解析する．

1) l0(0) = l1(0) = 4.0の場合

(a) (b) (c)

(d) (e) (f)

図 3:(数値計算で用いたパラメーター：∆t = 0.00001,∆x = 0.01,D = 1.0)

上の図は横軸に x0, x1, x2 を縦軸に u0, u1, u2 の値を 1つのグラフにまとめて表示させた図であり対応
する時間はグラフの上部に表示させている．また赤い線で描画しているものが u0 のグラフであり，
緑の線で描画しているものが u1のグラフ，青い線で描画しているものが u2のグラフである．図から
l0(t), l1(t)は時間とともに同じ速さで減少することが分かり，これは定理 1の結果と同様である．ま
た特に原点付近の解の振る舞いについては l0(t), l1(t)が原点に近づくことにより，原点での u0, u1 の
値が増加し，解 u0, u1 は最終的に u0(t, x0), u1(t, x1) = 1に近づく．

2) l0(0) = 4.0, l1(0) = 5.0の場合 (l1(0) − l0(0) > log 2が成り立つことに注意しておく．)

(a) (b) (c)

(d) (e) (f)



図 4:(数値計算で用いたパラメーター：∆t = 0.00001,∆x = 0.01,D = 1.0)

図の描画方法や u0, u1, u2に対応するグラフの色は 1)の場合と同じである．上の図 (a)から図 (b)か
ら t ≤ 270では l0(t)は増加し，l1(t)は減少する．l0(t), l1(t)が原点付近に十分近いときの解の振る舞
いは 1)の場合と同様である．また理論的には l1(τ) − l0(τ) = log 2なる τ(> 0)で l0(t)の増減が切り替
わるが，数値的には t = 270のとき l1(270)− l0(270) ≒ 0.75をみたしながら l0(t)の増減が切り替わる．
本来連続な空間を離散化し，数値計算でも近似して計算しているのでこのような誤差が生じている．
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