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概要

量子不変量は幾何的対象を組み合わせ的に表示し, その組み合わせ構造を実現する各パーツに

対して代数やモノイダル圏から得られるテンソルや射を対応させることで構成される. 本講演で

は, 新しく構成したフレーミング付き 3 次元多様体の不変量を紹介する. これは Hopf 代数と,

Benedetti と Petronio が定義した branched spine とそれを表示する BP 図式を用いて定義さ

れる.

1 導入

与えられた空間を調べる手段はたくさん存在するが, その中でも強力な道具の 1つとして不変量が

挙げられる. 特に低次元トポロジーでは重要な役割を果たし, 古くから研究されている. 一方で非自

明な不変量を構成するのは難しい.

しかし, 80年代の Jones多項式と量子群の発見, さらにWittenによる Chern-Simons理論との関

係により, 量子不変量と呼ばれるクラスの非自明な不変量が大量に構成されるようになった. これら

は次のような特徴的な構成方法をもつ. まず対象となる空間を組み合わせ的に表示し, それらの間に

局所的変形を定める. 次に, その組み合わせ構造を実現する各パーツを代数の言葉に置き換える. こ

うすることで局所的変形が代数上の等式に翻訳され, そして驚くべきことに適切な代数構造を用いる

ことでこの等式が実際に成り立つ. これより, 不変量が得られたことになる.

ここで用いる代数は多くの場合低次元トポロジーとは別の文脈で研究されてきたものであり, 今回

用いる Hopf代数 (定義 1.)もそうである. このような, 組み合わせ構造の局所的変形を代数に落とし

込んだときに成り立っているという事実は, 幾何的対象と代数の隠された対応関係について述べてお

り, 未だによく理解されているとは言い難い.

90年代に G. Kuperbergは S2 = idH が成り立つ Hopf代数に対して 3次元多様体の位相不変量

を構成し ([Ku1]), さらにフレーミングを付加構造として考えることで任意の Hopf 代数に対して不

変量を構成した ([Ku2]). 量子不変量と呼ぶからには, Hopf 代数の重要な具体例である量子群を用

いて不変量を構成したいというモチベーションがあるが, 量子群は S2 = idH の仮定を満たさない.

そのため, 不変量の S2 = idH の仮定を外すことは本質的である. 一般的に Hopf代数を用いて量子

不変量を構成する際, ribbon や modular であることを仮定する場合が多いが Kuperberg 不変量は

Hopf代数には一切の仮定が必要なく, そのためもっとも一般的な形になっていると考えられる. 一方



で Kuperbergはテクニカルで難しく, 多くのことは分かっていない.

Benedettiと Petronioは彼らが導入した branched spineと BP図式を用いて, フレーミング付き 3

次元多様体を組み合わせ的に表示する方法を構成した. [BP]の中で, これを用いることでKuperberg

不変量を組み合わせ的に再構成できるのではないかと考えた. 実際に branched spineと BP図式を

用いることで任意の Hopf 代数から不変量を構成できたので, 今回の講演ではそれについて述べる.

特徴的な点として Hopf代数の積分の理論を用いず, 非常に簡単な形で定義できたことである. 特に

フレーミング付き閉 3次元多様体に関して, この不変量は Kuperberg不変量の再構成になっている

のではないかと考えている.

2 Hopf代数

まずは, 不変量を定義するにあたって必要となる Hopf 代数とその Heisenberg ダブルについて述

べる. H を K上の有限次元ベクトル空間とする.

定義 1. (H,M, 1,∆, ϵ, S) が次を満たすとき H は Hopf代数であると呼ぶ.

M : H ⊗H → H 1 : K → H ∆ : H → H ⊗H ϵ : H → K S : H → H

はそれぞれ線形写像であり, 次を満たす.

M ◦ (M ⊗ idH) = M ◦ (idH ⊗M) M ◦ (1⊗ idH) = idH = M ◦ (idH ⊗ 1)

(∆⊗ idH) ◦∆ = (idH ⊗∆) ◦∆ (ϵ⊗ idH)∆ = idH = (idH ⊗ ϵ) ◦∆
M ◦∆ = (∆⊗∆) ◦ (id⊗ τ ⊗ id) ◦ (M ⊗M)

M ◦ (S ⊗ id) ◦∆ = 1 ◦ ϵ = M ◦ (id⊗ S) ◦∆

Hopf代数の定義は最初は煩雑に見えるが, ベクトル空間の圏の中の群であるという言い方をする

と自然なものになっていると納得してもらえるのではないかと思う. ここで, 1行目は単位元 1が存

在し, 積M が結合律を満たしていることを主張している. 2行目も同様である. 3行目はM と ∆が

独立して存在しているのではなく, 互いに可換であることを述べている. 4行目は antipodeと呼ばれ

る S の性質について述べている. Hopf代数の antipode S は非常に大切な構造で, Hopf代数の性質

は S の性質と深く関係しており, 不変量の構成でも重要な役割を果たす.

Hopf代数を扱うときには, M や ∆をそのまま扱うのではなく, テンソルネットワークと呼ばれる

図式を用いたほうが分かりやすい. ここでは立ち入らないが, この図式を用いて議論することで, 直観

的な操作が行えるだけでなく, 有限次元ベクトル空間の圏に十分似た圏の Hopf対象でも同様の理論

が展開できる. 実際, この章の内容と不変量の構成は trivial twistを持つ pivotal対象モノイダル圏

の Hopf対象に対しても同様に行える.

Hopf代数に関する文献はたくさんあるが, [R]は網羅的である.

H を Hopf代数とする. H の H∗ への作用を, a, x ∈ H と f ∈ H∗ に対して,

(a ⇀ f)(x) := f(xa) (1)

で定める.



定義 2. H のHeisenbergダブルH(H) = H∗⊗H とはK-代数で, 積MH : H(H)⊗H(H) → H(H)

が f ⊗ a, g ⊗ b ∈ H(H)に対して,

(f ⊗ a) · (g ⊗ b) = f · (a(1) ⇀ g)⊗ a(2)b,

単位元 1H が ϵ⊗ 1で定義されているものである.

ここで, ∆(a) = a(1) ⊗ a(2) で, 線形写像の積 f · g は ∆∗(f ⊗ g)で定義される.

Heisenberg ダブルの重要な性質として, 5 角形関係式を満たす標準元 (canonical element) T ∈
H(H)⊗2 が存在することが挙げられる. この標準元は以下のように定義される:

T =
∑
i

(ϵ⊗ ei)⊗ (ei ⊗ 1) ∈ H(H)⊗2

T =
∑
i

(ϵ⊗ S(ei))⊗ (ei ⊗ 1) ∈ H(H)⊗2

ここで {ei}は H の基底, {ei}は双対基底, また T は T の逆元である.

Hopf 代数の Drinfeld ダブル D(H) の場合, 標準元は量子 Yang-Baxter 方程式を満たし, これよ

り結び目や 3次元多様体の不変量が構成された [H][KR]. Kashaev([Ka])は Hopf代数の Heisenberg

ダブルの標準元が以下の 5角形方程式

T12T13T23 = T23T12 ∈ H(H)⊗3.

を満たすことを示した. これは最後に定義する不変量のMP変形 (図 4)の元での不変性に対応して

いる. このような対応は [S]で示されている.

最後に不変量の構成で用いる Heisenbergダブルの表現について説明する.

定義 3. H∗ 上にH(H)の作用が, f ⊗ a ∈ H(H)と g ∈ H∗ に対して

(f ⊗ a) ▷ g := f · (a ⇀ g)

で定まったものを Fock空間 F (H∗)と呼ぶ.

実は, H(H) の既約表現は Fock 空間ただ 1 つであることを示すことができる ([L], Proposition

6.1). これより, Heisenbergダブルには Fock空間から誘導される指標 χ
Fock : H(H) → Kが定まり,

すべての指標は定数倍を除いて χ
Fock と同じになる.

3 BP図式

以下, M を向き付けられた閉 3次元多様体とする.

定義 4. M の接束 TM の自明化のホモトピー類をフレーミングと呼ぶ.

一般に多様体の接束は自明ではないが, 向き付けられた閉 3次元多様体はそうなることが知られて

いる [BL].

次の節でフレーミング付き閉 3 次元多様体の量子不変量を定義するために, まずはこれを組み

合わせ的に表示する必要がある. Benedetti と Petronio は [BP] で branched spine を用いること



で, 実際にこの構成を与えた. Branched spineとは spineと呼ばれる多様体の 3角形分割の双対に,

branching と呼ばれる付加構造が入ったものである. 3 次元多様体の spine はよく研究されている

対象であり, これを用いて量子不変量なども定義される. この spine に入った branching は, 元の 3

角形分割の言葉では各 4面体に向きがついているものと解釈できる. Branched spineの理論につい

て説明するのは大変なので, ここでは不変量を定義するために必要なことのみを解説する. まずは,

Z-BP図式を天下り的に定義する.

Vertex of type + : Vertex of type − :

図 1

定義 5. 平面に沈め込まれた有限, 連結な 4価グラフ Γで以下を満たすものを Z-BP図式と呼ぶ.

N1 すべての頂点の近傍は図 1ののように +か −の形になっている.

N2 各辺は向き付けられており, その向きは頂点で一致している.

C1 頂点を取り除いて, 対応する辺同士をつなげるとただ 1つの単純閉曲線となる.

C2 [BP]の Figure 1.2で 3価グラフに置き換えたものは連結である.

C3 [BP]の Figure 1.3で置き換えてできる単純閉曲線を考える. このとき連結成分の個数は元の

グラフの頂点 +1と等しい.

F1 グラフの各辺には Zの元が対応している.

F2 Γが定める branched spine P の Euler cochain cP と F1から構成される P chain xに対して

δx = cP が成り立つ.

(F2で用いた用語の定義は [BP]の 7章を参照.)

ここで, N1, N2 と F1 の条件以外は (不変量の構成には直接関係ないため) 気にしなくてもよい.

実際, C1から C3の仮定を外した BP-図式は境界をもったフレーミング付き 3次元多様体と対応し

ており, この場合でも同様に不変量が構成できる. Z-BP図式が与えられたとき, ここからフレーミン

グ付きの branched spine が定まり, これによってフレーミング付きの閉 3 次元多様体が定まる. 特

に, F2の条件は 1胞体上で定義されたフレーミングが実際に多様体全体に拡張することを保証して

いる. 一方で, フレーミング付きの閉 3次元多様体が与えられたとき, これを定める branched spine,

BP図式は一意的ではない. そのため結び目図式などと同様に, BP図式の局所的な変形が定まる.

∼int を, 以下の図 2から 4の Z-BP図式の局所的な変形で生成される同値関係とする.



図 2
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Gint を Z-BP図式のイソトピー類全体の集合, G2 を Z-BP図式の各整数を Z2 に落とした図式のイ

ソトピー類全体の集合, ∼2 を ∼int の局所的な変形の辺の各整数を Z2 に落としてできる Z2-BP図式

の同値関係とする. このとき, 以下がフレーミング付き閉 3次元多様体の組み合わせ的に表示を可能

にする定理である.

定理 6 ([BP], Theorem 1.4.3). Mfram をフレーミング付き閉 3次元多様体の同型類の集合とする.

このとき自然な 1:1写像が存在する.

Φ : G2/ ∼2 → Mfram

この定理が主張する組み合わせ的表示では不変量が構成出来ないので, 係数の”リフト”を考える.

定義 7. Φを以下の写像の合成で定義する.

Gint/ ∼int
proj.−−−→ G2/ ∼2

Φ−→ Mfram

命題 8. フレーミング付き閉 3次元多様体M は Tor(Z2,H
1(M)) = H1(M)を満たすとする. この

とき

Φ(Γ) = M = Φ(Γ′) ⇔ Γ ∼int Γ
′.

これより, コホモロジーの仮定を満たすM に関しては Z-BP図式を用いて組み合わせ的に表示で
きることが分かる.

4 不変量

主結果である不変量の構成について述べる.

4.1 Aで彩色された図式

不変量を定義する前に, Aで彩色された図式について説明しておく. Aを K-代数とする. Aで彩色

された図式とは, 向き付けられて平面にはめ込まれた閉曲線で曲線上に有限個の点が乗っていて, そ

れぞれの点に Aの元 aが対応しているものである. Aで彩色された図式は平面のイソトピーと図 5

と図 6による変形を除いて同じものとみなす. また, 曲線上の点は曲線に沿って移動させてもよい.

図 6の元 abは, a, b ∈ Aに対して, Aに定義されている積を用いて 2つの元の積をとったもので

ある.

a
a

a
a

図 5

a

b
ab=

図 6



4.2 Z の定義

まず初めに, 不変量の構成で用いるH(H)のテンソルを定義する.

定義 9. GH を HeisenbergダブルH(H)の元で, 次で定義されるものである.∑
i,j

ei · ej ⊗ S−1(ej)S
2(ei) ∈ H(H)

GH を Heisenbergダブルのピボタル元と呼ぶことにする. GH の定義に現れる S2 を S−2 に置き

換えることで, GH の逆元となる. 以下で見るようにこのピボタル元を整数のついた辺に対応させる

ことで S2 ̸= idH の障害が解消され, 不変量の構成が可能になる.

不変量を定義していく. まず, 2章で定義された Heisenbergダブルの標準元 T とその逆元 T の定

義を思い出す. これを便宜上 T = T1 ⊗ T2, T = T 1 ⊗ T 2 と書く. Γ を Z-BP 図式とする. まず Γ

の各交点と Z で色付けされた辺を以下のように置き換えることで, H(H) で彩色された図式を構成

する.

n Gn
HT2 T1 T 1 T 2

図 7

このとき, 上で得られる図式を図 5 と図 6を用いて変形することで, 閉曲線 cにH(H)のテンソル

J が対応した点が乗っていると仮定できる. 一方で図 8からすぐに分かるように, このテンソルは共

役作用を除いてしか一意的にはならない. そのため, J に対して χ
Fock : H(H) → Kを作用させるこ

とで得られる Kの元を考える.

x1x2 · · · xn x2 · · · xn

x1

x2 · · · xnx1

==

図 8

定義 10. Γを Z-BP図式, H 有限次元 Hopf代数とする. このとき, 上の構成で得られる Kの元を
Z(Γ;H(H))と書く.

次が主結果である.

定理 11. Z(Γ;H(H)) は Z-BP 図式の変形 ∼int の変形の下で不変である. つまり,

Tor(Z2,H
1(M)) = H1(M) を満たすフレーミング付き閉 3 次元多様体の不変量となって

いる.

ここで, 上で与えた構成は Heisenbergダブルを経由せず, 直接テンソルネットワークを用いて定義

することも可能である.



不変量の非自明性について例えば以下が成り立つ.

命題 12. π1(M)をM の基本群とする. このとき

Z(M ;C[G]) = |Hom(π1(M), G)|

が成り立つ.

これは [Ko1][Ko2]で与えられた BP図式を用いた基本群の表現を用いて示される. さらに, Hopf

代数の亜種である Hopf G-代数を用いることで, 基本群の表現 ρ : π1(M) → GとM の組 (M,ρ)に

対しても不変量を定義することができた. 特に外積代数から誘導される Hopf G-代数を用いて不変量

を構成した場合, この不変量は多様体のコーミング (spinC 構造の精密化)に依存することが確認出来

ており, これは spinC で精密化された Reidemeister torsionで記述されるのではないかと期待してい

る [L1][L2].
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