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概要
Hilbert 関数とは、組成列の長さで定義される整数値関数で、環の次元論に欠かせない概念で
ある。十分大きい値で多項式関数となり、その多項式のふるまいは、環の重複度や Rees 代数・
随伴次数環の Cohen-Macaulay 性と関連して、深い研究がなされている。なかでも有名な結果
の一つに、Huneke, Ooishiの定理がある。これは、「節減数 1」という比較的計算しやすいイデ
アルの条件が、Hilbert多項式間の係数の等号と同値であり、ひいては Rees代数・随伴次数環の
Cohen-Macaulay性を導くという優れた結果である。
この記事における目的は、Huneke, Ooishiの結果に続く「節減数 2」のイデアルの Hilbert関
数挙動について述べることである。結果として、節減数 2のイデアルは、Hilbert多項式間の係
数に不等式が成り立つことを示し、さらにその等号成立条件が Rees代数・随伴次数環が良い構
造を持つことと同値であることを述べる。

1 導入
以下この記事を通して、常に (A,m)は d次元ネーター局所環、I は m-準素イデアルとする*1。こ

のとき、任意の負でない整数 n に対して、剰余環 A/In+1 の組成列の長さは（組成列の取り方に
よらず一意に定まり）有限値を取ることが知られている。さらに、剰余環 A/In+1 の組成列の長さ
ℓA(A/In+1)は、十分大きい nにおいては、（nに関する）ある有理多項式関数と一致する。すなわ
ち、ある整数 e0(I), e1(I), . . . , ed(I)が存在して、十分大きい nで

ℓA(A/I
n+1) = e0(I)

(
n+ d

d

)
− e1(I)

(
n+ d− 1

d− 1

)
+ · · ·+ (−1)ded(I)

となる。ただし、(n+i
i

)は二項係数を表す。e0(I), e1(I), . . . , ed(I)を I の（0, 1, . . . , d番目の）Hilbert

係数という。

例 1. A = K[[X1, . . . , Xd]] を体 K 上の形式的冪級数環とする。このとき m = (X1, . . . , Xd) は極
大イデアルである。また任意の負でない整数 nに対して、剰余環 A/mn+1 の組成列の長さは

ℓA(A/m
n+1) = #{n次以下の単項式 } =

(
n+ d

d

)
である。従って、e0(m) = 1, ei(m) = 0 for 1 ≤ i ≤ dである。

*1 可換環に馴染みがない場合は、Aは体上の多項式環、I は単項式イデアルとしても差し支えない。



Hilbert関数は環の次元に欠かせない概念であり、環の重複度とも深い関わりがある。また、Hilbert

関数は Rees代数や随伴次数環

R(I) = A[It] =
⊕
n≥0

Intn, G(I) = R(I)/IR(I) =
⊕
n≥0

(In/In+1)tn

の構造も反映している。以下、Hilbert関数を解析するにあたって基本となる概念を二つ紹介する。

1.1 節減
定義 2. イデアル J が I の節減であるとは、J ⊆ I かつ、ある整数 n ≥ 0について In+1 = JIn を
満たすことをいう。

事実 3. (a) もしも J が I の節減ならば、e0(I) = e0(J)である。
(b) 剰余体 A/mが無限体*2とすると、勝手な m準素イデアル I に対して、I の節減となるようなあ
るパラメーターイデアル Qが存在する。

(c) Aは Cohen-Macaulay局所環、Qはパラメーターイデアルとする。このとき e0(Q) = ℓA(A/Q)

である。

以上を組み合わせることで、A が Cohen-Macaulay 局所環であって剰余体 A/m が無限体とする
と、勝手な m準素イデアル I に対して、あるパラメーターイデアル Qが存在して

e0(I) = e0(Q) = ℓA(A/Q)

であることがわかる。この事実から、第 0番目の Hilbert係数が計算しやすいものであると同時に、
第 0番目の Hilbert係数だけでは（Hilbert関数に比べて）情報が欠けていることもみて取れる。そ
こで、次に第 1番目の Hilbert係数を扱うための概念を紹介する。

1.2 Sally加群
以下この記事を通して、特に述べない限り

設定 1. (A,m)は d次元 Cohen-Macaulay局所環、I は m準素イデアル、Qは I の節減であるパラ
メーターイデアルとする。

定義 4. ([13]) 設定 1の状況において、有限生成次数付きR(Q)加群

SQ(I) = IR(I)/IR(Q) = ⊕n≥0(I
n+1/QnI)tn

を I の Qに関する Sally加群という。

事実 5. (a) 全ての非負整数 n ≥ 0に対して、等式

ℓA(A/In+1) = e0(I)

(
n+ d

d

)
− (e0(I)− ℓA(A/I))

(
n+ d− 1

d− 1

)
− ℓA([SQ(I)]n).

*2 単に集合として元の個数が無限ということである。Hilbert 関数を考える際には、この仮定は平坦写像を経由すること
で取り外せることが多い



が成り立つ。
(b) もし SQ(I) ̸= 0ならば、AssR(Q) SQ(I) = {mR(Q)}である。

事実 5(a)は Sally加群が Hilbert関数の剰余項であることを述べている。そのため、Hilbert関数
の解析は Sally加群の構造解析に帰着できる。事実 5(b)は Sally加群の構造解析を行うにあたり、基
本となる事実である。

1.3 既知の結果
以上の背景のもとで、知られている結果を以下に述べる。

事実 6. (a) ([10]) ℓA(A/I) ≥ e0(I)− e1(I)が成り立つ。
(b) ([5, 11]) ℓA(A/I) = e0(I) − e1(I)である必要十分条件は I2 = QI である。このとき、G(I)は

Cohen-Macaulay環である。また d ≥ 2であればR(I)も Cohen-Macaulay環である。
(c) ([12]) ℓA(A/I) = e0(I) − e1(I) + 1 かつ e2(I) ̸= 0 である必要十分条件は I3 = QI2 かつ

ℓA(I
2/QI) = 1である。このとき、depthG(I) ≥ d− 1である。

(d) ([2, 3]) ℓA(A/I) = e0(I)− e1(I) + 1である必要十分条件は

SQ(I) ∼= (X1, . . . , Xc) ⊆ (A/m)[X1, . . . , Xd]

となることである。ただし、c = ℓA(I
2/QI) である。このとき、I3 = QI2, mI2 ⊆ QI,

depthG(I) ≥ d− cが成り立つ。

事実 6(a)は、Northcottの不等式として知られるものであり、事実 5(a)に現れる e0(I)− ℓA(A/I)

が e1(I)より小さいことを主張している。事実 6(b)は Northcottの不等式が等号となる必要十分条
件が I2 = QI、すなわち節減の定義における nが 1であって*3、このとき Rees代数や随伴次数環の
Cohen-Macaulay性が導けることを主張している。
これに続く結果として、Sallyは ℓA(A/I) = e0(I)− e1(I) + 1が成り立つときの Rees代数や随伴
次数環の構造はどうなっているかを考察し、部分的な解答を与えた。これに対して完全な解答を与え
たのが [2, 3]である。以上の背景のもと、これらに続く問題として次が考えられる。

問題 7. (a) ℓA(A/I) = e0(I)− e1(I) + 2が成り立つときの Rees代数や随伴次数環の構造はいかな
るものか。

(b) 節減数が 2のとき、すなわち等式 I3 = QI2 のときの Rees代数や随伴次数環の構造はいかなる
ものか。

本記事の結果はこのうちの (b)に焦点を当てたものである。注意すべきは、一般に節減数は節減の
取り方に依存してしまう*4ということである。

*3 一般に、In+1 = QIn を満たす最小の非負整数を I の Qに関する節減数という
*4 例えば [4, 7, 8] を参照されたい。一方で事実 6(b) の同値条件は、節減数が 1 という条件が Q の取り方に依存しない
ことも述べている



2 主結果
以下、設定 1の仮定に加えて d ≥ 2とする。このとき次が正しい。

主定理 1. ([6]) I3 = QI2、mI2 ⊆ QI とする。このとき、
ℓA(A/I) ≥ e0(I)− e1(I) + e2(I)

が成り立つ。さらに、等号成立条件は depthG(I) ≥ d− 1となることである。

注意 8. (a) ([9]) e2(I) ≥ 0が成り立つ。特に主定理 1に現れる不等式は Northcottの不等式よりも
強い条件である。

(b) ([1]) もし I が整閉イデアルであれば、（主定理 1 と不等号の向きが逆の）不等式 ℓA(A/I) ≤
e0(I)− e1(I) + e2(I)が成り立つ。

例 9. (a) A = K[[X,Y ]]を体K 上の二変数の形式的冪級数環として、I = (X5, X3Y 2, X2Y 3, Y 5)、
Q = (X5, Y 5)とする。このとき、I3 = QI2, mI2 ⊆ QI であって、

ℓA(A/In+1) =

{
17 (n = 0)

25
(
n+2
2

)
− 10

(
n+1
1

)
+ 2 (n ≥ 1).

である。従って、ℓA(A/I) = e0(I) − e1(I) + e2(I) = 17 であるから、depthG(I) ≥ 1 が成り
立つ。

(b) X = (Xij)1≤i≤3,1≤j≤t は、（3t個の）変数を成分に持つ 3行 t列の行列とする。K[[X]]を体 K

上の 3t変数の形式的冪級数環として、I3(X)で Xの 3 × 3の小行列で生成されるイデアルを表
すとする。このとき、A = K[[X]]/I3(X)は (2t+ 2)次元の Cohen-Macaulay局所環になる。ま
た、mを Aの極大イデアルとすると m3 = Qm2 となるパラメーターイデアル Qが存在するこ
とがわかる。従って 1 = e0(m)− e1(m) + e2(m)であって、depthG(m) ≥ dimA− 1 = 2t+ 1

である。
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