
空間非一様な量子ウォークの長時間平均分布
横浜国立大学大学院理工学府 数物・電子情報系理工学専攻　

黄海　仲星 (Chusei Kiumi)

概要
離散時間量子ウォークは量子版のランダムウォーク と呼ばれる数理モデルであり，その応用可
能性は多くの研究分野において注目されている．特に直線（Z）上の 2状態量子ウォークは量子
ウォークの性質を示す，基本的なモデルとして重要である [1, 4, 12]．ウォーカーのダイナミクス
が場所に依存するモデルを，空間非一様量子ウォークモデルとよび，応用的な側面から盛んに研
究されている．例えば，原点のみで異なる作用をする一欠陥モデルは，量子探索アルゴリズムと
関係があるとされ [2, 3, 15]，正の領域と負の領域で異なる作用をする二相系モデルはトポロジカ
ル絶縁体の研究と関連があるとされている [14]．本研究では特に，上記の二つのモデルを含んだ，
一欠陥付二相系モデルについて扱う．このモデルの特徴として，局在化と呼ばれる，古典ランダ
ムウォークにはない興味深い性質を持つ．これは無限時間において，ある場所でウォーカーが正
の確率で留まることを意味する．また，量子ウォークの時間発展作用素が固有値を持つことと，
局在化が起こることに非常に深い関係があることが知られており [19, 17, 18]，その固有値と固
有ベクトルによって得られる長時間平均分布から，局在化の量を調べることができる．本研究で
は，転送行列を用いた固有値解析を用いて，一欠陥付二相系モデルの局在化について深く調べる．

1 モデルの定義
本章では本研究で扱う一欠陥付二相系量子ウォークを導入する．

1.1 Z上の量子ウォーク
まず初めに，我々のモデルを導入する前に，一般的な Z上の 2状態を持つ量子ウォークの定義を

紹介する．量子系の状態空間を与えるヒルベルト空間をH = ℓ2(Z;C2)で定める．また，量子ウォー
クの時間発展作用素 U はH上のユニタリ作用素であるシフトオペレーター S とコインオペレーター
C の積で与える．時間発展作用素は U = SC であるので，当然これも H 上のユニタリ作用素とな
る．ここで，任意の Ψ ∈ H, x ∈ Z，および Ψ(x) = T

[
ΨL(x) ΨR(x)

]
に対し，S,C は以下で定

められる．

(SΨ)(x) =

[
ΨL(x+ 1)
ΨR(x− 1)

]
, (CΨ)(x) = C̃xΨ(x).

また，{C̃x}x∈Z は 2次のユニタリ行列の列であり，一般性を失うことなく以下の形で与えられるも
のとする．

C̃x = ei∆x

[
αx βx

−βx αx

]
,



ただし，各 x ∈ Zに対し αx, βx ∈ C, αx ̸= 0, ∆x ∈ [0, 2π)であり |αx|2 + |βx|2 = 1を満たす．こ
のとき，

Px =

[
1 0
0 0

]
C̃x, Qx =

[
0 0
0 1

]
C̃x,

とすると，定義から以下が得られる．

(UΨ)(x) = Px+1Ψ(x+ 1) +Qx−1Ψ(x− 1), x ∈ Z. (1)

Remark 1.1. もし，ある x0 ∈ Zにおいて αx0 = 0であれば，

PxPx+1 = QxQx−1 = O

となるため，場所 x0 は反射壁となり，Zは非連結な領域に分割されるため，本質的に半直線上の量
子ウォークとなる．したがって，本研究では任意の x ∈ Zにおいて αx ̸= 0を仮定する．

Ψ0 ∈ H (∥Ψ0∥2 = 1) を量子ウォークの初期状態とする．ここで，量子ウォークが局在化を生じる
ことは，ある頂点 x0 ∈ Zに対し，lim supt→∞ µ

(Ψ0)
t (x0) > 0を満たす初期状態が存在することをい

う．特に，局在化が生じることは U に固有値が存在すること，すなわち

UΨ = eiλΨ

を満たす λ ∈ [0, 2π), Ψ ∈ H が存在することと同値であることが知られている．さらに，次のよう
に長時間平均極限分布 V∞(x)を定める．

V∞(x) = lim
T→∞

1

T

T−1∑
t=0

∥Ψt(x)∥2

Lemma 1.2. mλ = dimker(U − λ)とし，Ψλ
j を U の固有値 eiλ に対応する正規化された固有ベク

トルとする．すなわち，Ψλ
j ∈ ker(U − λ), ||Ψλ

j ||2 = 1とすると，長時間平均極限分布 V∞(x)は以
下のように与えられる．

V∞(x) =
∑

λ∈σp(u)

mλ∑
j,j′=1

⟨
Ψλ

j′ ,Ψ0

⟩
H

⟨
Ψλ

j ,Ψ0

⟩
H × |

⟨
Ψλ

j′(x),Ψ
λ
j (x)

⟩
C2 |2.

Theorem 1.3. ある定数 N が存在して，任意の |x| > N を満たす場所 xにおいて，(αx, βx,∆x)

が定数の組 (α, β,∆)となるとき，任意の eiλ ∈ σp(U)に対して，| cos(λ −∆)| > |α| が成り立つ．
ここで， σp(U)は U の固有値の集合全体とする.

Proof. [16]参照.

H上のユニタリ作用素 J を以下で与える．

(JΨ)(x) =

[
ΨL(x− 1)
ΨR(x)

]
, Ψ ∈ H, x ∈ Z.

その逆作用素は以下によって与えられる．

(J−1Ψ)(x) =

[
ΨL(x+ 1)
ΨR(x)

]
, Ψ ∈ H, x ∈ Z.



さらに，λ ∈ [0, 2π), x ∈ Zに対し，転送行列 Tx(λ)を以下で定める．

Tx(λ) =
1

αx

[
ei(λ−∆x) −βx

−βx e−i(λ−∆x)

]
.

転送行列は正規行列であり，その逆行列は以下である．

T−1
x (λ) =

αx

|αx|2

[
e−i(λ−∆x) βx

βx ei(λ−∆x)

]
.

これらを用いると，本研究の鍵となる次の命題が得られる

Proposition 1.4. λ ∈ [0, 2π) と Ψ ∈ Hに対して，以下の (i)と (ii) は同値である．

(i) Ψ ∈ ker(U − eiλ).

(ii) (JΨ)(x+ 1) = Tx(λ)(JΨ)(x), x ∈ Z.

Proof. Ψ ∈ ker(U − eiλ) が成立することは任意の x ∈ Zに対して，

eiλΨL(x− 1) = ei∆x(αxΨL(x) + βxΨR(x)),

eiλΨR(x+ 1) = ei∆x(−βxΨL(x) + αxΨR(x)).

が成立することと同値である．これを直接計算することで，以下を得る．[
ei∆xαx 0

−ei∆xβx −eiλ

]
(JΨ)(x+ 1) =

[
eiλ −ei∆xβx

0 −ei∆xαx

]
(JΨ)(x)

すなわち，

(JΨ)(x+ 1) =
1

αx

[
ei(λ−∆x) −βx

−βx e−i(λ−∆x)

]
(JΨ)(x)

である．

Corollary 1.5. λ ∈ [0, 2π) と φ ∈ C2 \ {0}に対して，Ψ̃ : Z → C2 を次のように定義する．

Ψ̃(x) =


Tx−1(λ)Tx−2(λ) · · ·T1(λ)T0(λ)φ, x > 0,

φ, x = 0,

T−1
x (λ)T−1

x+1(λ) · · ·T
−1
−2 (λ)T−1(λ)φ, x < 0.

(2)

このとき，Ψ̃ ∈ H を満たす φの存在性は eiλ ∈ σp(U)であるための必要十分条件を与える．

Lemma 1.6. 定数 N ∈ N, α ∈ C \ {0} と ∆ ∈ [0, 2π) に対して，x > N または x < −N を
満たす場所 x において，(αx,∆x) = (α,∆) 満たすとする．この時， | cos(λ − ∆)| ≤ |α| ならば
eiλ ̸∈ σp(U)である．



1.2 一欠陥付二相系量子ウォーク
本研究においては，αj , βj ∈ C, ∆j ∈ [0, 2π) (|αj |2 + |βj |2 = 1, αj ̸= 0, j = m, o, p)に対し以

下で定義される一欠陥付二相系量子ウォークを扱う．

(αx, βx,∆x) =


(αm, βm,∆m), x < 0,

(αo, βo,∆o), x = 0,

(αp, βp,∆p), x > 0.

(3)

また，同様の記法を Tx(λ), ζx,±, |vx,±⟩にもそれぞれ適用する．

Theorem 1.7. λ ∈ [0, 2π) に対し，eiλ ∈ σp(U) は | cos(λ − ∆j)| > |αj |, j ∈ {p,m} かつ
detD(λ) = 0と同値であり，このとき重複度は 1である．ただし，D(λ)は以下で与えられる 2× 2

行列であり，|v⊥j,±⟩は ⟨v⊥j,±, vj,±⟩ = 0, j ∈ {p,m}を満たす非零のベクトルである．

D(λ) =

[
⟨v⊥p,sp , vo,+⟩ζo,+ ⟨v⊥p,sp , vo,−⟩ζo,−
⟨v⊥m,sm , vo,+⟩ ⟨v⊥m,sm , vo,−⟩

]
,

ただし，sp, sm は以下で定められた符号とする．

sp =

{
+, − cos(λ−∆p) > 0,

−, − cos(λ−∆p) < 0.
sm =

{
+, cos(λ−∆m) > 0,

−, cos(λ−∆m) < 0.
.

2 主結果
本章では, 定理 1.7 を用いて，5つのクラスに対して固有値解析を行う．以下の定理は固有値が存
在するための必要十分条件と，その固有値の具体的な値を示している．なお，これらのモデルの内，
4つのモデルは先行研究のモデルを包含したモデルである．

Theorem 2.1. (αp, βp,∆p) = (αm, βm,∆m) = (α, β,∆) と ∆o = ∆を仮定する．|β|2 > ℜ(ββ0)

が成立するときに限り，U の固有値は以下のように与えられる．

eiλ1 =

(
ℜ
(
β0β

)
− 1

)
+ i

√
|β|2 −ℜ2

(
β0β

)√
1 + |β|2 − 2ℜ

(
β0β

) ei∆, eiλ2 = −eiλ1 ,

eiλ3 =

(
ℜ
(
β0β

)
− 1

)
− i

√
|β|2 −ℜ2

(
β0β

)√
1 + |β|2 − 2ℜ

(
β0β

) ei∆, eiλ4 = −eiλ3 .

Theorem 2.2. (αp, βp,∆p) = (αm, βm,∆m) = (α, β,∆) と βo = β を仮定する．以下の Condi-

tion 1 または Condition 2が成立するときに限り，U の固有値が存在する．

• Condition 1 : |β| cos(∆o −∆)− |α| sin(∆o −∆) < |β|.
• Condition 2 : |β| cos(∆o −∆) + |α| sin(∆o −∆) < |β|.



そして，U の固有値は次のように与えられる．

• Condition 1 が成立するとき， eiλ1 , eiλ2 ∈ σp(U)であり，

eiλ1 =
|β|(|β|+ i|α|)ei∆o − ei∆

||β|(|β|+ i|α|)ei∆o − ei∆|
, eiλ2 = −eiλ1 .

• Condition 2 が成立するとき， eiλ3 , eiλ4 ∈ σp(U)であり，

eiλ3 =
|β|(|β| − i|α|)ei∆o − ei∆

||β|(|β| − i|α|)ei∆o − ei∆|
, eiλ4 = −eiλ3 .

特に， Condition 1 と Condition 2 が両方成立するとき， U は上記の 4つの固有値を持つ．

(a) (b)

図 1: (a) と (b) はそれぞれ Theorem 2.1 と Theorem 2.2における一欠陥モデルの固有値を −∆回
転したものを白丸で表した図である．黒の太線はそれらの存在範囲を表したものである．

Remark 2.3. Theorem 2.1 と Theorem 2.2 のモデルは以下の先行研究を拡張したモデルとなっ
ている．

• Endo, Konno, Segawa, Takei (2014) [8] :

(α, β,∆) = (
i√
2
,

i√
2
,
3π

2
), (αo, βo,∆o) = (i cos ξ, i sin ξ,

3π

2
), ξ ∈ (0,

π

2
).

• Wojcik et al. (2012) [20], Endo, Konno (2014) [10] :

(α, β,∆) = (
i√
2
,

i√
2
,
3π

2
), (αo, βo,∆o) = (

i√
2
,

i√
2
,
3π

2
+ 2πϕ), ϕ ∈ (0, 1).

Theorem 2.4. (αo, βo,∆o) = (αp, βp,∆p) と arg βp = arg βm を仮定する，cos (∆m −∆p) <

|βm| |βp| − |αm| |αp| が成立するときに限り，U の固有値は以下のように与えられる．

eiλ1 =
|βp| ei∆m − |βm| ei∆p

||βp |ei∆m−|βm |ei∆p |
, eiλ2 = −eiλ1 .



Theorem 2.5. (αo, βo,∆o) = (αp, βp,∆p) と ∆p = ∆m = ∆を仮定する．(
R
(
βmβp

)
− |βp|2

)(
R
(
βmβp

)
− |βm|2

)
> 0が成立するときに限り， U の固有値は以下のように

与えられる．

eiλ1 =

ei∆
(√(

ℜ
(
βmβp

)
+ |αp| |αm| − 1

) (
ℜ
(
βmβp

)
− |αp| |αm| − 1

)
+ iI

(
βmβp

))
|βp − βm| , eiλ2 = −eiλ1

(a) (b)

図 2: (a) と (b) はそれぞれ Theorem 2.4 と Theorem 2.5における二相系モデルの固有値をそれぞ
れ， −∆p と −∆ 回転したものを白丸で表した図である．黒の太線はそれらの存在範囲を表したも
のであり，ここで， j = p (|βp| ≤ |βm|), = m (|βm| < |βp|).

Remark 2.6. Theorem 2.5 のモデルは以下の先行研究を拡張したモデルとなっている．

• Endo, Konno, Obuse (2015) [6] :

(αp, βp,∆p) = (
i√
2
,
ieiσ+

√
2

,
3π

2
), (αm, βm,∆m) = (

i√
2
,
ieiσ−

√
2

,
3π

2
), σ± ∈ [0, 2π).

Theorem 2.7. βo = 0, |βp| = |βm| = |β| と ∆p = ∆m = ∆を仮定する． U の固有値は常に存
在する．ここで，C = ∆0 + (arg βp − arg βm)/2とおくと，以下のように固有値が与えられる．

• Condition 1 : sin(∆− C) ∈ [−1, |β|).
• Condition 2 : sin(∆− C) ∈ (−|β|, 1].

• Condition 1 が成立するとき， eiλ1 , eiλ2 ∈ σp(U)であり，

eiλ1 =
ei∆ − i|β|eiC

|ei∆ − i|β|eiC |
, eiλ2 = −eiλ1 .

• Condition 2 が成立するとき， eiλ3 , eiλ4 ∈ σp(U)であり，

eiλ3 =
ei∆ + i|β|eiC

|ei∆ + i|β|eiC |
, eiλ4 = −eiλ3 .



特に， Condition 1 と Condition 2が両方成立するとき， U は上記の 4つの固有値を持つ．

図 3: 定理 2.7における一欠陥付二相系モデルの固有値を −∆回転したものを白丸で表した図．黒の
太線はそれらの存在範囲を表したものである．

Remark 2.8. Theorem 2.7 のモデルは以下の先行研究を拡張したモデルとなっている．

• Endo, Konno, Segawa, Takei (2015) [9] :

(αp, βp,∆p) = (
i√
2
,
ieiσ+

√
2

,
3π

2
),

(αm, βm,∆m) = (
i√
2
,
ieiσ−

√
2

,
3π

2
),

(αo, βo,∆o) = (i, 0,
3π

2
), σ± ∈ [0, 2π).
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