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1 はじめに
反応拡散方程式は物質間の「反応」と物質の「拡散」の効果を持つ方程式であり，生物や化学の数

理モデルとしてよく現れる．アラン・チューリングによって 1952年に提唱された，2成分以上の反
応拡散方程式に現れる性質であるチューリング不安定性は，自然界に現れる様々な時空間パターンを
再現するための理論的手法として，パターン形成問題の分野で良く用いられてきた [12, 13, 16]．
その一方，近年では反応拡散方程式の拡張として，対象からの距離によって働きを変える「非局所

効果」を時間発展方程式に加えた，非局所反応拡散方程式が様々な分野の数理モデルとして提案され
ている．例えば，局所拡散方程式 ut = uxx をより一般化した，以下のような非局所拡散方程式が提
案されている [1]．

ut = K ∗ u− αu, t > 0, x ∈ R,

ここで，u = u(t, x) ∈ R (t > 0, x ∈ R)は時刻 t，位置 xにおける物質の濃度とし，uの添え字にあ
る tと xはそれぞれ tと xに関する偏微分を表すものとする．さらに，K ∈ C(R) ∩ L1(R)は非負
の偶関数であり，α :=

∫
R
K(y)dy と定め，

(K ∗ u)(t, x) =
∫
R
K(y)u(t, x− y)dy

とする．α = 1のとき，K(x− y)は単位時間に物質が位置 y から位置 xに移動する確率密度を表し
ており，(K ∗ u)(t, x)は単位時間にすべての位置から位置 xに移動してきた物質の濃度を表してい
る．非局所拡散方程式は，局所拡散方程式や分数べき拡散方程式との関係性も知られており，これら
の方程式の一般化した拡散方程式であると考えられる [1, 3]．さらには，反応拡散方程式の局所拡散
項を非局所拡散項に変えた

ut = K ∗ u− αu+ f(u), t > 0, x ∈ R

も近年盛んに解析されている [4, 5, 10, 17]．

∗ 本研究は栄伸一郎教授（北海道大学）との共同研究に基づく [8]
† Hiroshi ISHII，北海道大学大学院 理学院 数学専攻，E-mail：hiroshi-ishii@eis.hokudai.ac.jp



非局所拡散方程式では，非負の積分核関数K(x)を扱っているが，負の部分を持つ積分核関数を有
する数理モデルも存在する．本稿では，2017年に近藤によって提唱されたKTモデル (Kernel-based

Turing model)について紹介する [11]：

ut = f(K ∗ u)− αu, t > 0, x ∈ R, f(u) =


0, u < 0,

u, u ∈ [0, R],

R, u > R.

(1.1)

ここで，積分核関数 K は負の部分を持つものとする．[11] では 2 次元平面上で数値計算を行って
おり，方程式 (1.1) の積分核関数 K の形状を変えることによって，動物や魚の表皮に表れるスト
ライプやスポット，迷路パターンが再現できることを報告している．積分核関数 K が負の部分を
持つことの重要性を簡単に紹介する．u(t, x) と K(x) の空間方向におけるフーリエ変換をそれぞれ
û(t, ξ) =

∫
R
u(t, x)e−ixξdx，K̂(ξ) =

∫
R
K(x)e−ixξdx とおく．f(u) は部分的に線形であるので，

f(u)を外した方程式を考え，その方程式にフーリエ変換を行うと，形式的に

ût = (K̂(ξ)− α)û, t > 0, ξ ∈ R

が導かれる．このとき，K(x) が連続な非負の関数であれば，K̂(ξ) < α (ξ ∈ R\{0}) となるため，
ξ ̸= 0のときには û(t, ξ)は時間とともに減衰していくことがわかる．しかし，負の部分を持つような
K(x)であれば，特定の波数 ξ0 で K̂(ξ0) > αとなるような状況が起こりうるため，そのような状況
では特定の波数で不安定化が起こり，自発的に空間パターンが生成される．したがって，積分核が負
の部分を持つような状況では，チューリング不安定性が起こりうる．多成分の反応拡散方程式で現れ
る性質であるチューリング不安定性が，単独の方程式であっても現れるのは，非局所反応拡散方程式
の特徴の 1つである．
非局所反応拡散方程式におけるパターン形成問題を考察するために，多成分線形反応拡散方程式に
よる積分核関数の近似手法 [14]や反応拡散ネットワークからパターンを決定する本質的積分核の導
出 [9]などの研究がなされている．これらの研究により，多成分反応拡散方程式と単独の非局所反応
拡散方程式の関係性は明らかになりつつある．さらには数値計算により，積分核関数の形状に依存し
て複雑な空間パターンが生成されること，進行波解の形状が変化することが報告されている [11, 15].

しかし，非局所反応拡散方程式の積分核関数の形状がパターンの形成過程において，どのような影響
を与えているかは明らかにされていなかった．
本研究では，非局所反応拡散方程式における空間パターンの形成過程の理解のために，安定な局在
パターンが存在すると仮定した上で，複数の局在パターンが配置されたときの局在パターン間に生じ
る相互作用について解析を行った．特に本研究では，局在パターンの性質と積分核関数から決まる量
によって，複数の局在パターンの相互作用により生じる位置の時間変化を解析する手法を構築した．
本稿では，定常フロント解に生じる相互作用に関する解析結果を紹介する．以降は問題設定を紹介
し，主結果を述べた後に応用例を示す．



2 問題設定
本研究では，次の非局所反応拡散方程式について考える：

ut = duxx + f(u,K ∗ g(u)), t > 0, x ∈ R. (2.1)

ここで，u = u(t, x) ∈ R, d > 0, f(u, v) : R2 → Rと g(u) : R → Rは十分なめらかな非線形関数と
し，∗は空間方向の畳み込み積分

(K ∗ g(u))(t, x) :=
∫
R
K(y)g(u(t, x− y))dy,

を表しており，積分核関数K はK ∈ L1(R) ∩ C(R), K(−x) = K(x) (x ∈ R),

∀λ ∈ R,
∫
R
|K(y)|eλydy < ∞

をみたすものとする．K(x)の典型例はK(x) =
1√
4π

e−x2/4 である．また，K̃(λ) :=

∫
R
K(y)eλydy

とおく．さらに，本稿を通して次の仮定を課す：

仮定 2.1 方程式 (2.1)は次をみたすものとする．

(H1) [安定な平衡点の存在]

方程式 (2.1)は線形安定な 2つの平衡点 ±1を持つ．
(H2) [定常フロント解の存在]

次をみたす正定数 α, β と関数 p(x)が存在する：
0 = dpxx + f(p,K ∗ g(p)), x ∈ R,
|p(x)− 1| ≤ O(e−αx) (x → +∞),

|p(x) + 1| ≤ O(eβx) (x → −∞).

(H3) [定常フロント解の線形安定性]

Lを定常フロント解 p(x)を中心とした線形化作用素，すなわち v ∈ H2(R)に対して

Lv := dvxx + η(x)v + ζ(x)[K ∗ (g′(p)v)]

と定める．ここで，η(x) := fu(p(x),K ∗ g(p(x)))，ζ(x) := fv(p(x),K ∗ g(p(x)))とおいた．
このとき，Lのスペクトル Σ(L)は Σ(L) = Σ0 ∪ {0}と分解ができ，0は固有関数 px に対応
する単純固有値であり，Σ0 はある定数 ρ0 > 0に対して Σ0 ⊂ {z ∈ C | ℜ(z) < −ρ0}をみた
すものとする．



図 1 (a)フロント解 p(x)のイメージ図．(b)p(x− l;h)のイメージ図．lは左側のフロント解の
位置，hは 2つのフロント解の距離を表している.

3 主結果
主結果の前に，いくつか記号を導入する．p(x)を (2.1)の安定な定常フロント解とする．p(−x)も

また 1から −1をつなぐ (2.1)の安定な定常フロント解であることに注意する. このとき，2つのフ
ロント解を重ね合わせた関数として p(x, h)を

p(x;h) = p(x) + p(−(x− h))− 1

とおき，2つのフロント解を重ね合わせた関数の集合を

M(h∗) = {p(x− l;h) | l ∈ R, h > h∗},

とおく．また，(2.1)の右辺を L(u) := duxx + f(u,K ∗ g(u))とおき，

δ(h) := sup
x∈R

|L(p(x;h))|

と定める．さらに仮定 2.1の (H3)から，Lの共役作用素 L∗ に対して，0固有値に対応する固有関数
φ∗ が ⟨px, φ∗⟩ = 1をみたすように存在する．この φ∗ に対して，H(h)を以下のように定める：

H(h) = ⟨L(p(·;h)), φ∗⟩L2 .

このとき，栄（[7]）により構築された中心多様体縮約理論と同様な議論から，次の結果が得られる：

定理 3.1（[7, 8]） ある正定数 h∗ と C0，M(h∗)に対する H2(R)の近傍 U = U(h∗)が存在して，
もし u(0, ·) ∈ U であれば関数 l(t), h(t) ∈ Rが存在して，h(t) > h∗ である限り

∥u(t, ·)− p(· − l(t);h(t))∥L∞ ≤ C0δ(h(t))

をみたす．ここで，u(t, x)は (2.1)の解である. また l(t), h(t) ∈ Rは，

ḣ = 2H(h) +O(δ2), (3.1)

l̇ = −H(h) +O(δ2), (3.2)

をみたす．ここで δ = δ(h(t))である.



注意 3.2 L(p(±x)) = 0と L(±1) = 0が成り立つことから，h → +∞のときには δ(h) → 0とな
る．したがって，hが十分大きいとき，δ(h)は小さい値をとる．

この定理より，定数 l(0)，h(0)に対して p(x− l(0);h(0))に近い初期値 u(0, x)を与えたとき，フ
ロント間の距離が十分大きい限り，(2.1)の解 u(t, x)は p(x− l(t);h(t))の形で近似ができることを
意味している．また，2つのフロント解の距離は常微分方程式を解析することにより，その挙動を調
べることができる．
さて，フロント解同士の相互作用による挙動を見るためにH(h)の性質を解析したいが，直接的に

解析をするのは困難である．本研究では，p(x)と φ∗(x)に対して指数減衰を仮定した上で，H(h)の
近似式を求めた．

定理 3.3（[7, 8]） ある正定数 α, γ と 0ではない定数 a+ が存在して，p(x)は

p(x)− 1 = e−αx(a+ +O(e−γx)) (x → +∞)

をみたすと仮定する．また，φ∗ も 0ではない定数 b+ が存在して，

φ∗(x) = e−αx(b+ +O(e−γx)) (x → +∞)

をみたすと仮定する. このとき，ある定数 γ′ > 0が存在して，H(h)は

H(h) = M+e−αh(1 +O(e−γ′h))

と表すことができる．ここで，

M+ = [2αd+ fv(1, K̃(0)g(1))g′(1)K̃ ′(α)]a+b+

であり，K̃ ′(λ) :=

∫
R
yK(y)eλydy とおいた．

この定理より，左側のフロント解の位置 lと 2つのフロント解の距離 hの時間発展は近似的に，

ḣ ≃ 2M+e−αh, l̇ ≃ −M+e−αh

と表される．したがって，M+ の符号が決まれば，それぞれのフロント解の動きを理解することがで
きる．

4 応用例
以降は応用例として，次の非局所反応拡散方程式を考える：

ut = duxx +K ∗ u+ f(u), t > 0, x ∈ R. (4.1)

この非局所反応拡散方程式は，物質科学 [2, 4] や生物の分散現象 [10] などの数理モデルとして現れ
る．本節では，積分核関数 K は非負であり，

∫
R
K(y)dy = 1をみたすものとし，非線形項 f(u)は



十分なめらかな関数であり，f̃(u) := u+ f(u)とおいたとき，ある定数 a, r1, r2 ∈ (−1, 1)，r1 < r2

が存在して， 
f̃(±1) = f̃(a) = 0, f̃ ′(±1) < 0 < f̃ ′(a),

∫ 1

−1
f̃(u)du = 0,

f̃ < 0 in (−1, a) ∪ (1,∞), f̃ > 0 in (−∞, 0) ∪ (a, 1),

f̃ ′ ≥ 0 in [r1, r2], f̃ ′ ≤ 0 in [−1, 1]\[r1, r2]

をみたすものと仮定する．f の典型例として，f(u) = −u3 が挙げられる.

このとき，単調増加である定常フロント解が存在すること [4, 5]，線形安定であること [17]および
無限遠方で指数減衰すること [17]が報告されている．さらに，このときの線形化作用素は

Lv := dvxx +K ∗ v + f ′(p(x))v (v ∈ H2(R))

となり，自己共役である．したがって，φ∗(x) =
1

∥px∥2
px(x)とおけばよい．

このときの 2つのフロント解の相互作用について解析をする．ある正定数 αと 0ではない定数 a+

が存在して，p(x)は

p(x)− 1 = e−αxa+ (x → +∞)

をみたすと仮定する．この状況では b+ = − α

∥px∥2
a+ であることに注意すると，定理 3.3 における

M+ は

M+ = − α

∥px∥2
(2αd+ K̃ ′(α))(a+)2

と表される．さらに，K̃ ′(λ)は λ > 0の範囲で正になることに注意すれば，M+ < 0を得る．した
がって，2つのフロント解が十分離れている限り，左側のフロント解の位置 lと 2つのフロント解の
間の距離 hの時間発展は近似的に，

ḣ ≃ 2M+e−αh < 0, l̇ ≃ −M+e−αh > 0

と表される．これは 2つのフロント解が時間経過とともに，互いにゆっくりと近づいていくことを意
味している．

5 まとめ
本研究では，2つのフロント解に生じる弱い相互作用について解析を行い，それぞれのフロントの
位置の時間発展を近似式で表すことができた．この結果は 2つ以上のフロント解の相互作用まで拡張
可能である [8]．また現在は，各種の数理モデルに対してM+ の符号を解析している．発表では，そ
の解析結果についても紹介する予定である．
今後はパルス解の相互作用の解析と多成分反応拡散方程式の解析への応用を視野に入れて，研究を
行う予定である．
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