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1 導入

本稿では, 非対角成分に時間遅れの項を持つ以下の非整数階遅延微分方程式系について考える:{
Dαx1(t) = ax1(t) + bx2(t− τ),

Dαx2(t) = cx1(t− τ) + ax2(t).
(1.1)

ここで, x(t) = (x1, x2)
T (t)は t ≥ 0に対する未知関数を表し, 各成分 x1(t), x2(t)は実数値関数である

とする. さらに, 0 < α < 1, a ∈ R, b, c ̸= 0, τ > 0とする. 特に, τ は時間遅れを表すことに注意する.

また, 方程式系の左辺の Dα は Caputo の非整数階微分を表す (厳密な定義については次節で述べる).

この方程式系 (1.1)は通常の微分方程式と比べて, “時間遅れ”と “非整数階微分”という二つの大きな

効果を含むのが特徴である. 時間遅れをもつ微分方程式とは, 過去の状況が現在の時間変化率に影響を

及ぼすことを方程式に組み込んだもので, 遅延微分方程式と呼ばれる. 通常の微分方程式系を利用した

数理モデルと比べて, 時間遅れを考慮した微分方程式系は, より現実の現象に即した数理モデルとして,

Lotka-Volterra 型の生態系モデルや競争系モデル, ニューラルネットワークモデル, 交通流など, 科学

の様々な分野において現れ, 数学としても応用としても研究が進んでいる (e.g. [2, 12, 13, 16, 19, 20]).

一方, 非整数階微分方程式は, その名の通り通常の微分方程式における整数階の微分を非整数値の階数

に拡張したものである. 非整数階微分は過去の履歴を用いた積分により定義されるため, 履歴性や遺伝

特性を持つ現象をモデル化する際に有効な手段であると考えられており, 近年物理や工学の様々な分野

で注目されている (e.g. [14, 15, 17, 18]). 最近では, 時間遅れと非整数階微分の両効果を含む, 非整数階

遅延微分方程式系の研究も盛んに行われており, 数学・応用ともに重要視されている (e.g. [10, 11, 21]).

本研究では, 非整数階遅延微分方程式系の研究の一種として, 2× 2の方程式系 (1.1)の数学解析を行う.

特に, 上記の形の具体的な方程式系を研究の対象とする理由については, この節の後半にて解説する.

非整数階遅延微分方程式の解の存在と一意性については, 単独方程式の場合だけでなく, (1.1)をより

一般化した n× nの連立系の場合も含めて, 既に詳しく解析されている (cf. [6, 8, 9, 23]). 実際, 適切な

初期関数を与えることにより, 方程式系 (1.1)に対する初期値問題の時間大域解の一意存在を示すこと

ができる. そこで, それに続く研究として, 本研究では方程式系 (1.1) の解の漸近挙動について考える.

特に, (1.1)の零解が漸近安定となるための必要十分条件を得ることを本研究の目的とする.

本研究の主結果を述べる前に, 非整数階遅延微分方程式の安定性解析に関する先行研究を紹介する.

はじめに, 単独方程式について, Čermák-Došlá-Kisela [3]は次の非整数階遅延微分方程式を研究した:

Dαx(t) = ax(t) + bx(t− τ), t > 0. (1.2)
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ここで, x(t)は t ≥ 0に対するスカラー値の未知関数を表し, 0 < α < 1, a, b ∈ R, τ > 0であるとする.

彼らは上記の単独方程式 (1.2)の零解が漸近安定となるための, パラメータ α, a, b, τ に関する必要十分

条件を導出した. [3]で導出された条件は, (1.2)で α → 1として得られる通常の単独遅延微分方程式に

関する安定性条件 (cf. [7])を拡張した結果であり, 時間遅れ τ が解の安定性に及ぼす影響を明確にした

ものとなっている. さらに, [3]ではより正確な解の漸近挙動として, (1.2)の全ての解の時間減衰評価も

導出されている. 簡潔に言えば, 通常の遅延微分方程式の解が指数的なオーダーで時間減衰することと

比較して, (1.2)の解は多項式的なオーダーで時間減衰することが示されている. なお, (1.2)の解の漸近

安定性に関連する他の研究結果としては, [1, 8]等も挙げられる.

次に連立系の問題を考える. 未知関数をベクトル値関数 x(t) = (x1, x2, · · · , xn)
T (t)として, 以下の

非整数階遅延微分方程式系の零解の漸近安定性について考える:

Dαx(t) = Ax(t) +Bx(t− τ), t > 0. (1.3)

ここで, A, B は n× n実定数行列である. 連立系 (1.3)の零解の漸近安定性については, まず A = 0の

場合, Čermák-Horńıček-Kisela [4] によって必要十分条件が得られている. 特に, 時間遅れを持つ項の

係数行列 B の固有値の複素平面上での分布によって, 解の漸近安定性が特徴付けられている. より一般

の連立系 (1.3)については, Thanh-Trinh-Phat [22]により, ラプラス変換とMittag-Leffler関数を応用

することで, 陽的な解の表示が得られており, それを利用して, 解が漸近安定となるための十分条件が得

られている. しかし, [22]で得られた条件は対応する特性方程式に関する抽象的な十分条件であり, 一般

の連立系 (1.3)の零解の漸近安定性に関して, 係数行列 A, B によって安定性を特徴づける具体的な必要

十分条件は知られていない. 一般の系に対する零解の漸近安定性については, (1.3)で α → 1として得

られる通常の遅延微分方程式系の場合でさえ, 対応する特性方程式が非常に複雑になるが故に, 完全な

解決には至っていない. そこで, (1.3)の特別な場合として, ここでは 2× 2の方程式系について考える.

はじめに, 係数行列 A, B を以下の形で定義する:

A =

(
0 b
c 0

)
, B =

(
a 0
0 a

)
.

このとき, n = 2として, 連立系 (1.3)は以下の形に書き換えられる:{
Dαx1(t) = ax1(t− τ) + bx2(t),

Dαx2(t) = cx1(t) + ax2(t− τ).
(1.4)

この方程式系 (1.4)については, Čermák-Kisela [5]により, [3]で構築された単独方程式 (1.2)に対する

解析手法を用いることで, 零解が漸近安定となるためのパラメータ α, a, b, c, τ に関する必要十分条件

が導出されている. 特に, [5]で得られた (1.4)の零解の安定性条件においては, 時間遅れ τ を連続的に

変化させたときに, 零解の安定性が安定・不安定と交互に切り替わる “stability switches”という現象が

起こることが示されている. これは (1.4)において α → 1として得られる通常の遅延微分方程式系に関

する結果 (cf. [13])に対応するものであり, “stability switches”の性質も同様に現れることに注意する.

次に, n = 2の連立系 (1.3)において, 係数行列 A, B を以下の形で定義する:

A =

(
a 0
0 a

)
, B =

(
0 b
c 0

)
.

このとき, 連立系 (1.3)は今回の研究対象である冒頭の方程式系 (1.1)となる:{
Dαx1(t) = ax1(t) + bx2(t− τ),

Dαx2(t) = cx1(t− τ) + ax2(t).
(1.1)



方程式系 (1.1)と (1.4)を比較すると, それぞれを (1.3)の形で考えたとき, 時間遅れを持つ項に関して,

対角成分に時間遅れを持つか, 非対角成分に時間遅れを持つかの違いがあり, この違いが解の安定性に

及ぼす影響が一つの疑問となる. なお, (1.1)において α → 1として得られる通常の遅延微分方程式系

については, Suzuki-Matsunaga [20]により, 一般の n × nの連立遅延微分方程式系の場合も含めて既

に詳しい解析が行われており, 零解が漸近安定となるためのパラメータ a, b, c, τ に関する必要十分条件

として, “stability switches”を含まない条件が得られている. この結果を考慮すると, 対応する非整数階

遅延微分方程式系 (1.1)に対しても, “stability switches”は起こらないかと予想されるが, (1.1)の零解

の漸近安定性条件については, これまで知られていなかった.

上記の研究の流れを踏まえて, 本研究では, 方程式系 (1.1) の零解が漸近安定となるパラメータ

α, a, b, c, τ に関する必要十分条件を導出することを目的とする. 特に, 対角成分に時間遅れを持つ場合

の方程式系 (1.4)と比較しつつ, 時間遅れ τ が零解の漸近安定性に及ぼす影響等について考察する.

2 主結果

本研究では, 非対角成分に時間遅れの項を持つ非整数階遅延微分方程式系 (1.1)の零解が漸近安定と

なるための, パラメータ α, a, b, c, τ に関する必要十分条件が得られた. 以下が本研究の主結果である:

定理 2.1. 0 < α < 1, a ∈ R, bc > 0, τ > 0とする.このとき, 方程式系 (1.1)の零解が漸近安定である

ための必要十分条件は, 次が成り立つことである:

a+
√
bc < 0. (C1)

定理 2.2. 0 < α < 1, a ∈ R, bc < 0, τ > 0とする. このとき, 方程式系 (1.1)の零解が漸近安定である

ための必要十分条件は, 次の (C2), (C3)のいずれかが成り立つことである:

a+
√
−bc ≤ 0. (C2)

−
√
−bc < a <

√
−bc cot

(απ
2

)
, 0 < τ < τ0(α, a,

√
−bc). (C3)

ここで, τ0(α, a,
√
−bc)は以下で定義された定数である.

τ0(α, a,
√
−bc) :=

arccos
(
(a/

√
−bc) sin(απ/2)

)
− απ/2(

a cos (απ/2) +
√
−bc− a2 sin2 (απ/2)

)1/α
. (2.1)

注意 2.3. パラメータ a, b, cが条件 (C1)または (C2)を満たすとき, (1.1)の零解は, 任意の時間遅れ

τ > 0で漸近安定となる. このような場合, 零解は特に “絶対安定”であると呼ばれる (cf. Ruan [19]).

注意 2.4. 方程式系 (1.1)において, 形式的に α → 1とすると, 以下の通常の遅延微分方程式系を得る:{
x′
1(t) = ax1(t) + bx2(t− τ),

x′
2(t) = cx1(t− τ) + ax2(t).

(2.2)

この微分方程式系 (2.2)に対しては, 第 1節でも述べた様に, Suzuki-Matsunaga [20]によって, 零解が

漸近安定となるためのパラメータ a, b, c, τ に関する必要十分条件が得られている. 一方, 上記の条件

(C1)-(C3) において α → 1 とすると, [20] で得られた (2.2) に対する安定性条件と一致する. 従って,

(1.1)に対する定理 2.1-2.2は, [20]で得られた (2.2)に対する結果の拡張であると言える.

注意 2.5. 非対角成分に時間遅れを持つ方程式系 (1.1)の安定性に関しては, 対角成分に時間遅れを持つ

方程式系 (1.4)に対する結果 (cf. [5])とは異なり, “stability switches”が起こらないことに注意する.



3 準備

本節では非整数階遅延微分方程式系 (1.1) の解の安定性を議論する上で必要な基本的事柄を述べる.

はじめに, 実数値関数 f(t)に対して, その非整数階微分を定義しよう. ここでは, 多重積分を整数階から

非整数階に拡張することから始める. まず, 自然数 n階の積分を次のように定義する:

Inf(t) :=

∫ t

0

dsn−1

∫ sn−1

0

dsn−2 · · ·
∫ s1

0

f(s0)ds0

=
1

(n− 1)!

∫ t

0

(t− s)n−1f(s)ds =
1

Γ(n)

∫ t

0

(t− s)n−1f(s)ds, t > 0.

ここで, Γ(·) は Gamma 関数を表す. これは Cauchy の積分公式と呼ばれている. この式で, 自然数 n

を実数値 αに置き換えることで, 階数 α ∈ (0, 1)の Riemann-Liouville非整数階積分が次で定義される:

Iαf(t) :=
1

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1f(s)ds, t > 0.

非整数階微分をその積分の逆演算として考えることにより, f(t)の Riemann-Liouville非整数階微分が

以下で定義される:

RLDαf(t) :=
1

Γ(1− α)

d

dt

∫ t

0

(t− s)−αf(s)ds, t > 0.

この Riemann-Liouville式の非整数階微分とは異なる非整数階微分として, Caputoの非整数階微分が

知られている. Caputo の非整数階微分は Riemann-Liouville 式の微分の定義において, 微分と積分の

順序を交換した, 以下の形式で定義される:

CDαf(t) :=
1

Γ(1− α)

∫ t

0

(t− s)−α d

ds
f(s)ds, t > 0.

この定義を用いると, Caputoの微分と Riemann-Liouvilleの微分の関係は次の等式で表される:

CDαf(t) = RLDα(f(t)− f(0)).

以下, 本稿では初期条件を導入する上で都合のよい Caputo 式の非整数階微分のみを用いることとし,
CDα を単に Dα と略記することとする. 非整数階の微分積分に関する基本的な公式は [15, 18]等を参照.

次に, 実数値関数 f(t)に対して, そのラプラス変換を以下で定義する:

F (s) = L [f(t)](s) :=

∫ ∞

0

e−stf(t)dt, s ∈ C.

このとき, 関数 f(t)の階数 α ∈ (0, 1)の Caputo微分のラプラス変換は以下で表される (cf. [15, 18]):

L [Dαf(t)](s) = sαF (s)− sα−1f(0).

線形の非整数階微分方程式系の解の安定性解析では, 方程式にラプラス変換を用いて解の陽的な表示を

与えることが重要となる. 近年の研究では, 与えられた解の表示に対して, その解を構成する関数の極の

分布を調べることが零解の漸近安定性を求めるための鍵となっている (cf. [3, 5]).

方程式系 (1.1)の両辺に対してラプラス変換を施すと, 解 x(t) = (x1, x2)
T (t)のラプラス変換は

L

[(
x1(t)

x2(t)

)]
= M(s)−1 ·

sα−1

(
ϕ1(0)

ϕ2(0)

)
+


be−sτ

∫ 0

−τ

ϕ2(u)e
−sudu

ce−sτ

∫ 0

−τ

ϕ1(u)e
−sudu


 (3.1)



と表すことができる. ここで, ϕ1, ϕ2 は [−τ, 0]上区分的連続である (1.1)の初期関数であり, M(s)は

以下で定義される 2× 2行列である:

M(s) :=

(
sα − a −be−sτ

−ce−sτ sα − a

)
.

なお (3.1)は, M(s)が正則である, すなわち以下が成り立つときに適切となる.

detM(s) = (sα − a)2 − bce−2sτ

=

{
(sα − a−

√
bce−sτ )(sα − a+

√
bce−sτ ) ̸= 0, bc > 0,

(sα − a− i
√
−bce−sτ )(sα − a+ i

√
−bce−sτ ) ̸= 0, bc < 0.

ここで (3.1)の両辺を変形し, ラプラス逆変換を施すことにより, (1.1)の解表示を与えることができる.

実際, 簡単な計算により, bc > 0の場合に (1.1)の解は以下で与えられる:

x1(t) =
ϕ1(0)− b√

bc
ϕ2(0)

2
Ra,−

√
bc,τ

α,1 (t) +
ϕ1(0) +

b√
bc
ϕ2(0)

2
Ra,

√
bc,τ

α,1 (t)

+

∫ 0

−τ

[
bϕ2(u)−

√
bcϕ1(u)

2
Ra,−

√
bc,τ

α,α (t− τ − u)

+
bϕ2(u) +

√
bcϕ1(u)

2
Ra,

√
bc,τ

α,α (t− τ − u)

]
h(t− τ − u)du, t > 0,

(3.2)

x2(t) =
ϕ2(0)−

√
bc
b ϕ1(0)

2
Ra,−

√
bc,τ

α,1 (t) +
ϕ2(0) +

√
bc
b ϕ1(0)

2
Ra,

√
bc,τ

α,1 (t)

+

∫ 0

−τ

[
cϕ1(u)−

√
bcϕ2(u)

2
Ra,−

√
bc,τ

α,α (t− τ − u)

+
cϕ1(u) +

√
bcϕ2(u)

2
Ra,

√
bc,τ

α,α (t− τ − u)

]
h(t− τ − u)du, t > 0.

(3.3)

ここで, h(·)は Heaviside関数を表し, 関数族Rv,w,τ
α,β (t)は以下で定義される:

Rv,w,τ
α,β (t) := L −1

(
sα−β

sα − v − we−sτ

)
(t), α, β ∈ R+, v, w ∈ C. (3.4)

なお, bc < 0 の場合にも, 上記の解表示において
√
bc = i

√
−bc と解釈することで, 同様の解表示が

得られることに注意する. したがって, 方程式系 (1.1) の解の挙動を調べる問題は, 解を構成する関数

Rv, w, τ
α,β (t)について, β ∈ {1, α}, v = a, w ∈ {±

√
bc, ±i

√
−bc}の場合の時間無限大での挙動を調べる

問題に帰着される. なお, v, w ∈ Rに対してのRv, w, τ
α,β (t)の時間無限大での挙動は, Čermák-Kisela [5]

によって既に詳しく解析されている. 特に, 以下の結果は本研究においても非常に重要な役割を果たす.

補題 3.1 ([5]-Lemma 1). 0 < α < 1, 0 < β ≤ 1, τ > 0, v, w ∈ R であるとする. このとき,

lim
t→∞

Rv, w, τ
α,β (t) = 0であるための必要十分条件は, 次のいずれかが成り立つことである:

v ≤ w < −v. (3.5)

|v|+ w < 0, 0 < τ < τ∗(α, v, w). (3.6)

ここで, τ∗(α, v, w)は以下で定義された定数である.

τ∗(α, v, w) :=
(2− α)π/2 + arcsin ((v/w) sin (απ/2))(√
w2 − v2 sin2 (απ/2) + v cos (απ/2)

)1/α
.



以上の議論により, bc > 0 の場合には, v = a, w = ±
√
bc として上記の補題 3.1 を適用することで,

関数 Ra,±
√
bc, τ

α,β (t)が時間無限大で 0に収束するパラメータの条件が直ちに導かれる. 一方, bc < 0の

場合には, v = a ∈ R, w = ±i
√
−bc ∈ Cであるので, 補題 3.1を適用することができない. そのため,

上記とは異なる手法で, 新たに関数Ra,±i
√
−bc,τ

α,β (t)が時間無限大で 0に収束するパラメータの条件を導

く必要がある. そこで, 本研究では [5]の手法に基づき, (3.4)から導かれる次の特性方程式を考える:

Q1(s) := sα − q + ipe−sτ = 0, Q2(s) := sα − q − ipe−sτ = 0. (3.7)

ここで, q = a, p =
√
−bc > 0である. 以下, この特性方程式の複素平面上での根の分布を調べる.

4 特性方程式の性質

本節では, 特性方程式 (3.7) の根についての基本的な性質を紹介する. まず, Q1(s) = 0 の根を

s = ηeiϕ (η ≥ 0,−π < ϕ ≤ π)とすると, η と ϕは以下を満たすことがわかる.{
ηα cos (αϕ)− q + pe−τη cosϕ sin (τη sinϕ) = 0,
ηα sin (αϕ) + pe−τη cosϕ cos (τη sinϕ) = 0.

(4.1)

この (4.1)の各々の式を変形して両辺二乗し, 組み合わせることで, 次を得る.

η2α − 2qηα cos (αϕ) + q2 = p2e−2τη cosϕ. (4.2)

この等式 (4.2)を用いることで, Q1(s) = 0の根に関する次の補題が導かれる.

補題 4.1. 任意の 0 < ω < πに対して, 十分大きな正数 ηω > 0が存在して, | arg (s)| ≤ ωかつ |s| ≥ ηω

を満たす Q1(s) = 0の根 sは存在しない.

この補題 4.1を用いることで, 特性方程式 (3.7)の根に関する以下の基本的な性質が示せる:

命題 4.2. 0 < α < 1, τ > 0, p ̸= 0, q ∈ Rとする.このとき, 以下が成り立つ:

(i) sを Q1(s) = 0の根とする. このとき, sの複素共役 sは Q2(s) = 0の根となる.

(ii) 特性方程式 (3.7)は非負の実根を持たない.

(iii) 任意の 0 < ω < π に対して, | arg(s)| < ω を満たす特性方程式 (3.7)の根は有限個である.

(iv) 特性方程式 (3.7)の全ての根の重複度は 2以下である.

次に, 特性方程式 (3.7)の全ての根が負の実部を持つためのパラメータ α, a, b, c, τ に関する必要十分

条件を求めるため, [5]の議論に基づき, 変数変換 z = sτ を施し, (3.7)を以下の形に書き換える:

Q̃1(z) := zα − ταq + iταpe−z = 0, Q̃2(z) := zα − ταq − iταpe−z = 0. (4.3)

ここで, Q̃1(s), Q̃2(s)における p > 0の範囲を実数全体に拡張した次の新しい特性方程式を考える:

Q̃(z) := zα − ταq + iταp∗e−z = 0, p∗ ∈ R. (4.4)

これにより Q̃(z)は, p∗ > 0のときには, Q̃1(z) (p = p∗)であり, p∗ < 0のときは, Q̃2(z) (p = −p∗)と

なることに注意する. ここで, Q̃(z) = 0の根を z = ρeiϕ (ρ := τη > 0)とおくと, 次が成り立つ:{
ρα cos (αϕ)− ταq + ταp∗e−ρ cosϕ sin (ρ sinϕ) = 0,

ρα sin (αϕ) + ταp∗e−ρ cosϕ cos (ρ sinϕ) = 0.
(4.5)



以下, Q̃(z) = 0の根 z が複素平面の虚軸上に存在するときのパラメータ α, p∗, q, τ を調べる. まず根 z

の偏角に ϕ = ±π/2を代入し, (4.5)を ταp∗ と ταqについて整理すると, 以下の複数の曲線が得られる:

γj,1 : Ij → R2, γj,1(ρ) =

(
f1(ρ)

g1(ρ)

)
=

 −ρα sin(απ/2)

cos ρ

ρα cos(ρ+ απ/2)

cos ρ

 ,

γj,2 : Ij → R2, γj,2(ρ) =

(
f2(ρ)

g2(ρ)

)
=


ρα sin(απ/2)

cos ρ

ρα cos(ρ+ απ/2)

cos ρ

 .

ここで, I0 := (0, π/2), Ij := (π/2 + (j − 1)π, π/2 + jπ) (j = 1, 2, · · · )であるとする. すなわち, 組

(ταp∗, ταq)が上記の曲線に含まれるとき, Q̃(z) = 0の根 z が複素平面の虚軸上に存在する. 更に, 区間

I0 上での曲線 γ0,1 と γ0,2 の像の和集合の閉包を

Γ0 := γ0,1(I0) ∪ γ0,2(I0) (4.6)

と定義し, 区間 Ij (j = 1, 2, · · · )上での曲線 γj,1 と γj,2 の像の和集合を以下で定義する:

Γ̃ :=

∞∪
j=1

(γj,1(Ij) ∪ γj,2(Ij)) . (4.7)

ここで, Γ0 はそれを境界として平面 (ταp∗, ταq)を上下の二つの領域に分割することに注意する.

以上の記号の準備の下で, まず Q̃1(z) = 0の根に対して, 以下の命題が成り立つ:

命題 4.3. 0 < α < 1, τ > 0, p > 0, q ∈ Rとする. さらに, p∗ = pとして, パラメータの組 (ταp∗, ταq)

は Γ̃に含まれるとする. このとき, 虚軸上に存在する Q̃1(z) = 0の根 z は p > 0を連続的に増加させる

と複素平面の右半平面へと移る.

次に, 新しい特性方程式 (4.4)の全ての根が負の実部を持つための, パラメータの組 (ταp∗, ταq)が満

たすべき条件を述べるため, 以下の集合を定義する:

Sα,τ :=

{
λ ∈ C

∣∣∣∣ |λ| < ( | arg(λ)| − απ/2

τ

)α

, | arg(λ)| > απ

2

}
.

この集合 Sα,τ に対して, 以下の命題が成り立つことが知られている:

命題 4.4 ([4]-Proposition 1-(iii)). λ ∈ Cとする. このとき, 方程式 sα − λe−sτ = 0の全ての根が負の

実部を持つための必要十分条件は, λ ∈ Sα,τ となることである.

上記の命題 4.4を用いて, 特性方程式 (4.4)の全ての根が負の実部を持つためのパラメータ α, p∗, q, τ

に関する必要十分条件を求めることができる. そのために, まず, 以下の集合を定義する:

A1 : =
∪
ρ∈I0

{
(x, y) ∈ R2

∣∣ x = f1(ρ), y < g1(ρ)
}
, (4.8)

A2 : =
∪
ρ∈I0

{
(x, y) ∈ R2

∣∣ x = f2(ρ), y < g2(ρ)
}
. (4.9)

ここで, I0 = (0, π/2)であった. この A1 と A2 の和集合を次で定める:

A := A1 ∪A2.

このとき, 特性方程式 (4.4)の根の実部の符号に関する以下の定理が成り立つ:



定理 4.5. 0 < α < 1, τ > 0, p∗, q ∈ Rとする. このとき, パラメータの組 (ταp∗, ταq)が集合 Aに含

まれることは, 特性方程式 (4.4)の全ての根が負の実部を持つための必要十分条件となる.

5 主結果の証明の概略

本節では, 主結果である定理 2.1と定理 2.2の証明の概略を述べる. まず, 定理 2.1を説明しよう.

定理 2.1の証明

方程式系 (1.1)の解は, その解表示 (3.2)-(3.3)から分かる様に, tの関数Ra,±
√
bc,τ

α,1 (t)とRa,±
√
bc,τ

α,α (t)

で構成されている. 特に, (1.1) の零解が漸近安定であるための必要十分条件は, t → ∞ としたとき

Ra,±
√
bc,τ

α,1 (t) と Ra,±
√
bc,τ

α,α (t) が共に 0 に収束することである. 従って, 補題 3.1 により, (1.1) の零解

が漸近安定となるための, パラメータ α, a, b, c, τ に関する必要十分条件を得ることができる. 実際,

v = a, w = ±
√
bcとして補題 3.1を適用し, 条件 (3.5)-(3.6)を整理することにより, a+

√
bc < 0かつ

τ > 0が (1.1)の零解が漸近安定となるための必要十分条件であると結論付けられる.

次に, 定理 2.2を説明しよう. まず, 以下の議論のために, 次の関数を定義する:

h(ρ) :=
cos (ρ+ απ/2)

sin(απ/2)
, 0 < ρ <

π

2
. (5.1)

この関数 h(ρ)を用いると, Γ0 上でのパラメータ p∗ と q の比 q/|p∗|は次の様に表すことができる:

q

|p∗|
= h(ρ). (5.2)

定理 2.2の証明の概略

定理 2.1 と同様に, bc < 0 の場合に (1.1) の零解が漸近安定であるかどうかは, 関数 Ra,±i
√
−bc,τ

α,1 (t)

とRa,±i
√
−bc,τ

α,α (t)が t → ∞で 0に収束するか否かによって支配される. さらに, 先行研究 [3]の議論を

応用すると, 命題 4.2の (ii)-(iv)により, t → ∞で関数 Ra,±i
√
−bc,τ

α,1 (t)と Ra,±i
√
−bc,τ

α,α (t)が 0に収束

することと, 特性方程式 Q1(z) = 0と Q2(z) = 0の全ての根が負の実部を持つことが同値となることが

わかる. 従って, 特性方程式 (3.7)の全ての根が負の実部を持つことと, α, a, b, c, τ が条件 (C2), (C3)

のいずれかを満たすことが同値となることを示せればよい. 前節の議論を用いると, (4.3)で与えられた

新しい特性方程式 Q̃1(z) = 0を考えれば十分である. 以下, 便宜上 q := a ∈ R, p :=
√
−bc > 0とする.

以下, 必要性のみ示す. まず, 特性方程式 Q̃1(z) = 0の全ての根が負の実部を持つとする. このとき,

パラメータ α, p, q, τ が条件 (C2), (C3)のいずれかを満たすことを示す. p∗ = pとして定理 4.5を適用

することで, 組 (x0, y0) := (ταp, ταq) ∈ Aが成り立つ. 特に, (x0, y0) ∈ A2 であるので, ある ρ∗ ∈ I0

が存在して, x0 = f2(ρ
∗), y0 < g2(ρ

∗)が成り立つ. 以下, y0 の値によって 2つに場合分けを行う:

(i) y0 ≤ −x0, (ii) −x0 < y0.

ここでは例として, (ii) −x0 < y0 の場合を説明しよう ((i) の場合は同様の議論でより簡単に扱える).

このとき,
−x0 < y0 < g2(ρ

∗) (5.3)

であるので, この不等式の両辺を x0 = f2(ρ
∗)で割ると, y0/x0 に関する次の不等式を得る:

−1 <
y0
x0

<
g2(ρ

∗)

f2(ρ∗)
=

cos (ρ∗ + απ/2)

sin(απ/2)
= h(ρ∗). (5.4)



ここで, 任意の ρ ∈ I0 に対して h(ρ) < cot(απ/2)が成り立つので, (5.4)を用いて次の不等式

−1 <
y0
x0

< h(ρ∗) < cot
(απ

2

)
が成り立つ. よって, y0/x0 = q/p = a/

√
−bc より, α, p, q, τ は条件 (C3) の第 1 式目を満たす.

次に, α, p, q, τ が不等式 0 < τ < τ0(α, q, p) を満たすこと示す. 特に, この式を同値変形した,

0 < x0 < (τ0(α, q, p))
α
pが成り立つことを示す. まず τ に着目し, (ταp, ταq)が γ0,2(I0)の点となる τ

を計算する. つまり, ある ρ0 ∈ I0 に対して f2(ρ0) = ταp かつ g2(ρ0) = ταq となる τ を求める. 今,

(5.2)を ρについて解くと, 次を得る:

ρ+ απ/2 = arccos((q/p) sin(απ/2)), i. e. ρ = arccos((q/p) sin(απ/2))− απ/2.

このときの ρを ρ0 として, g2(ρ)に ρ = ρ0 を代入すると, 次が得られる:

g2(ρ0) =
(arccos ((q/p) sin(απ/2))− απ/2)

α
(q/p) sin(απ/2)

cos(arccos((q/p) sin(απ/2))− απ/2)

=
(arccos ((q/p) sin(απ/2))− απ/2)

α
(q/p) sin(απ/2)

(q/p) sin(απ/2) cos(απ/2) + sin(arccos((q/p) sin(απ/2))) sin(απ/2)

=
(arccos ((q/p) sin(απ/2))− απ/2)

α
(q/p)

(q/p) cos(απ/2) +
√
1− (q2/p2) sin2(απ/2)

.

更に, 上記の式を用いて, g2(ρ0) = ταq を τα について解くと, 次を得る:

τα =
(arccos ((q/p) sin(απ/2))− απ/2)

α
(q/p)

(q2/p) cos(απ/2) + q
√
1− (q2/p2) sin2(απ/2)

=
(arccos ((q/p) sin(απ/2))− απ/2)

α

q cos(απ/2) +
√
p2 − q2 sin2(απ/2)

.

上記の式の両辺を 1/α 乗することで, (ταp, ταq) が γ0,2(I0) の点となるような τ は (2.1) で定義

された τ0(α, q, p) = τ0(α, a,
√
−bc) と一致することがわかる. また, 簡単な計算により, f2(ρ0) =

(τ0(α, q, p))
α
p も成り立つ. よって, f2(ρ0) = (τ0(α, q, p))

α
p と g2(ρ0) = (τ0(α, q, p))

α
q が成り立つ

ことがわかる. 便宜上, τ0(α, q, p)を τ0 とし, 上の 2式目の両辺を f2(ρ0) = τ0
αpで割ると, 次を得る:

g2(ρ0)

f2(ρ0)
=

τ0
αq

τ0αp
= h(ρ0). (5.5)

一方, y0/x0 は, x0 = f2(ρ
∗)に注意して変形すると,

y0
x0

=
y0

f2(ρ∗)
=

y0 cos ρ
∗

(ρ∗)α sin(απ/2)
(5.6)

となる. ここで, (τ0
αq)/(τ0

αp) = y0/x0 であるので, (5.5)と (5.6)より次の等式が成り立つ:

y0 cos ρ
∗

(ρ∗)α sin(απ/2)
= h(ρ0).

上式を y0 について整理することで, y0 は ρ∗ と ρ0 を用いて表すことができる. 従って, y0 についての

不等式 (5.3)は次の形に書き直すことができる:

−x0 <
(ρ∗)α cos(ρ0 + απ/2)

cos ρ∗
< g2(ρ

∗). (5.7)

上記の (5.7) を整理することで, 不等式 0 < ρ∗ < ρ0 が導かれる. さらに, 関数 f2(ρ) の単調性より,

0 < f2(ρ
∗) < f2(ρ0)が成り立つ. 従って, α, p, q, τ は 0 < x0 < τ0

αpを満たし, つまり 0 < τ < τ0 が

成り立つことがわかる. 以上により, パラメータ α, p, q, τ は条件 (C3)を満たすと結論付けられる.

(i)の場合にも同様の議論により, 条件 (C2)が満たされることがわかる.
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