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概要

RKHM (再生核 Hilbert C*加群)は RKHS (再生核 Hilbert空間)の一般化であり，C∗ 代数

に値を持つ内積の構造を持つ．RKHSは，その表現能力の高さと計算可能性から，データ解析へ

の応用がさかんに研究されてきた．しかし，RKHMはこれまでに理論的な研究がメインであり，

データ解析の枠組みで RKHM が用いられたケースは非常に少ない．一方で，C∗ 代数に値を持

つ関数の近似など，RKHMの応用可能性は広い．そこで，本稿では，RKHMをデータ解析へ応

用するための基本的な性質を示す．

1 導入

1.1 再生核 Hilbert空間 (RKHS)

再生核 Hilbert空間（RKHS）は，データの非線形性や高次モーメントを扱うために用いられてき

た [6, 7]．ここでは，RKHSの基礎について述べる．

X を，空でない集合とする．X はデータの集合に対応する．RKHSは，正定値カーネルと呼ばれ

る複素数値関数から構成される．

定義 1.1（正定値カーネル） 関数 k̃ : X × X → Cが以下の 2条件を満たすとき，正定値カーネル

と呼ばれる．

1. x, y ∈ X に対して，k̃(x, y) = k̃(y, x)，

2. n ∈ N，αi ∈ C，xi ∈ X に対して，
∑n
i,j=1 αiαj k̃(xi, xj) ≥ 0．

写像 ϕ̃ : X → CX を，ϕ̃(x) = k̃(·, x)により定義する．これを用いて以下の関数空間を定義する．

Hk̃,0 :=

{ n∑
i=1

αiϕ̃(xi)

∣∣∣∣ n ∈ N, αi ∈ C, xi ∈ X
}
.

さらに，写像 ⟨·, ·⟩Hk̃
: Hk̃,0 ×Hk̃,0 → Cを以下のように定義する．

⟨ n∑
i=1

αiϕ̃(xi),

l∑
j=1

βj ϕ̃(yj)

⟩
Hk̃

:=

n∑
i=1

l∑
j=1

αiβj k̃(xi, yj).



定義 1.1より，⟨·, ·⟩Hk̃
は well-definedで，内積の性質を満たし，さらに，v ∈ Hk̃,0 と x ∈ X に対し

て再生性
⟨ϕ̃(x), v⟩Hk̃

= v(x),

を満たすことが示せる．

空間Hk̃,0 の完備化は k̃に関する再生核 Hilbert空間（RKHS）と呼ばれ，本稿ではHk̃ と表す. 内

積 ⟨·, ·⟩Hk̃
は Hk̃ に連続に拡張され，写像 Hk̃ ∋ v 7→ (x 7→ ⟨ϕ̃(x), v⟩Hk̃

) ∈ CX は単射であることが

示せる．よって，Hk̃ は CX の部分集合で再生性を満たす．さらに，Moore–Aronszajnの定理 [1]か

ら，Hk̃ は一意に定まることが示せる．

写像 ϕ̃は，データを，一般には無限次元の Hilbert空間 Hk̃ に移す写像で，特徴写像と呼ばれる．

データの空間は有限次元であることが多いが RKHS Hk̃ は無限次元の空間であるため，データの非

線形な振る舞いを，ϕにより，Hk̃ 上の線形な振る舞いに変換することができる [7].

1.2 C∗ 代数・Hilbert C∗ 加群

C∗ 代数，C∗ 加群はそれぞれ，複素数の空間 C，ベクトル空間の一般化になっている．本稿では，
C∗ 代数を Aにより表し，C∗ 加群をMにより表す．以下で見るように，複素数に関する多くの概

念は Aに拡張される．

定義 1.2（C∗ 代数） 集合 Aが以下の条件を満たす時，C∗ 代数と呼ばれる．

1. Aは C上の代数であり，全単射な写像 (·)∗ : A → Aが存在し，α, β ∈ Cと c, d ∈ Aに対し
て以下を満たす．∗ を，共役と呼ぶ．

• (αc+ βd)∗ = αc∗ + βd∗， • (cd)∗ = d∗c∗， • (c∗)∗ = c．

2. Aはノルム ∥ · ∥A によるノルム空間で，c, d ∈ Aに対して ∥cd∥A ≤ ∥c∥A∥d∥A が成立する．
さらに，Aはノルム ∥ · ∥A に関して完備である．

3. c ∈ Aに対して，∥c∗c∥A = ∥c∥2A が成立する．

本稿では，C∗ 代数の中でも特に von Neumann代数に焦点を当てる．von Neumann代数に対して

は，Rieszの表現定理 [8]や直交補空間の概念 [5, Proposition 2.5.4]が成立するためである．

定義 1.3（von Neumann代数） C*代数Aがある Banach空間の双対空間と同型であるとき，Aは
von Neumann代数と呼ばれる．

例 1.4 von Neumann 代数の重要な例は，コンパクトな測度空間 Ω 上の複素数値 L∞ 関数の空間

L∞(Ω)と，Hilbert空間W 上の有界線形作用素の空間 B(W)である．

1. A = L∞(Ω)とすると，c, d ∈ Aの積は (cd)(t) = c(t)d(t) (t ∈ Ω)，共役は c(t) = c(t), ノル

ムは L∞ ノルムにより表される．

2. A = B(W)とすると，積は作用素同士の積（合成），共役は随伴，ノルムは作用素ノルムによ

り表される．

C∗ 代数において，「正」は重要な概念のひとつである．



定義 1.5（正） C∗ 代数 Aの元 cに対して，ある d ∈ Aが存在して c = d∗dが成立するとき，cは

正であると呼ばれる．c, d ∈ Aに対して，d− cが正であるとき c ≤A dと表す．

例 1.6 1. A = L∞(Ω)に対して，c ∈ Aが正であることは，任意の t ∈ Ωに対して c(t) ≥ 0で

あることと同値である．

2. A = B(W)に対して，正は，作用素の半正定値と一致する．

正の概念は，Aにおける半順序を誘導する．これにより，Aにおける最適化問題を考えることがで
きる．

定義 1.7（上限・下限） 1. A の部分集合 S に対して，a ∈ A が順序 ≤A に関する上界である

とは，任意の d ∈ S に対して d ≤A aが成立することである．このとき，c ∈ Aが S の上限で
あるとは，S の任意の上界 aに対して c ≤A aが成立することである．

2. Aの部分集合 S に対して，a ∈ Aが順序 ≤A に関する下界であるとは，任意の d ∈ S に対し
て a ≤A dが成立することである．このとき，c ∈ Aが S の下限であるとは，S の任意の下界
aに対して a ≤A cが成立することである．

ここで，A上の C∗ 加群を導入する．C∗ 加群はベクトル空間の一般化になっている．

定義 1.8（（右）C∗ 加群） Mを演算 +に関する abel群とする．c, d ∈ Aと u, v ∈ Mに対して，

以下を満たす演算 · : M×A → Mが定義できるとき，Mを（右）C∗ 加群という．

1. (u+ v) · c = u · c+ v · c，
2. u · (c+ d) = u · c+ u · d，
3. u · (cd) = (u · d) · c，
4. u · 1A = u．

演算 u · cはしばしば，ucと表される．

1.3 Hilbert C∗ 加群

Hilbert C∗ 加群は，Hilbert空間の一般化である．ここでは，まず C∗ 代数Aに値を持つ内積を考
え，その上で Hilbert C∗ 加群を定義する．

定義 1.9（A値内積） 写像 ⟨·, ·⟩M : M×M → Aが u, v, p ∈ Mと c, d ∈ Aに対して次の条件を
満たす時，A値内積という．

1. ⟨u, vc+ pd⟩M = ⟨u, v⟩M c+ ⟨u, p⟩M d，

2. ⟨v, u⟩M = ⟨u, v⟩∗M，
3. ⟨u, u⟩M ≥A 0，

4. ⟨u, u⟩M = 0ならば u = 0．

定義 1.10（A値絶対値とノルム） u ∈ Mに対して，A値絶対値 |u|M を，a2 = ⟨u, u⟩M を満たす



一意な正な a ∈ Aにより定める．また，M上の（実数値）ノルム ∥ · ∥M を ∥u∥M =
∥∥|u|M∥∥

A によ

り定める．

定義 1.11（Hilbert C∗ 加群） Mを A上の右 C∗ 加群で，定義 1.9の A値内積の構造を持つとす
る．Mがノルム ∥ · ∥M に関して完備であるとき，Mを A上の Hilbert C∗ 加群，または，Hilbert

A加群と呼ぶ．

Hilbert空間と同様，A知内積に関する Cauchy–Schwarzの不等式が成立する [4, Proposition 1.1]．

補題 1.12（Cauchy–Schwarz不等式） u, v ∈ Mに対して，以下が成立する．

| ⟨u, v⟩M |2A ≤A ∥u∥2M ⟨v, v⟩M .

内積に付随する重要な性質として，正規直交性がある．正規直交基底の構成により最小化問題を解く

ことが可能となるため，正規直交性はデータ解析においても重要な役割を果たす．

定義 1.13（正規） q ∈ Mが正規であるとは，0 ̸= ⟨q, q⟩M = ⟨q, q⟩2M を満たすことである．

定義 1.14（正規直交系・正規直交基底） I を，添え字集合とする．集合 S = {qi}i∈I ⊆ MがM
の正規直交系とは，任意の i ∈ I に対して qi は正規で，i ̸= j に対して ⟨qi, qj⟩M = 0であることで

ある．S が正規直交系でかつ，Mで稠密であるとき，S を正規直交基底と呼ぶ．

2 再生核 Hilbert C∗ 加群 (RKHM)のデータ解析への応用

2.1 再生核 Hilbert C∗ 加群 (RKHM)

ここでは，例えば [2]などで議論されている，再生核 Hilbert C∗加群 (RKHM)に関してまとめる．

RKHMを構成するために，RKHSと同様正定値カーネルを定義する．

定義 2.1（A値正定値カーネル） A に値を取る写像 k : X × X → A が以下の 2 条件を満たすと

き，A値正定値カーネルと呼ばれる．

1. x, y ∈ X に対して，k(x, y) = k(y, x)∗，

2. n ∈ N, ci ∈ A, xi ∈ X に対して，
∑n
i,j=1 c

∗
i k(xi, xj)cj ≥A 0．

写像 ϕ : X → AX を，k に関する特徴写像，つまり，x ∈ X に対して ϕ(x) = k(·, x) で定義する．
RKHSと同様，これを用いて C∗ 代数 Aに値を持つ関数により構成される以下の加群を定義する．

Mk,0 :=

{ n∑
i=1

ϕ(xi)ci

∣∣∣∣ n ∈ N, ci ∈ A, xi ∈ X
}
.

さらに，A値写像 ⟨·, ·⟩Mk
: Mk,0 ×Mk,0 → Aを以下のように定義する．

⟨ n∑
i=1

ϕ(xi)ci,

l∑
j=1

ϕ(yj)dj

⟩
Mk

:=

n∑
i=1

l∑
j=1

c∗i k(xi, yj)dj .



定義 2.1 より，⟨·, ·⟩Mk
は well-defined で，定義 1.9 で定義される A 値内積の性質をみたす．さら

に，v ∈ Mk,0 と x ∈ X に対して再生性

⟨ϕ(x), v⟩Mk
= v(x),

を満たすことが示せる．

空間Mk,0 の完備化は k に関する再生核 Hilbert A加群 (RKHM)と呼ばれ，本稿ではMk と表

す．RKHSの場合と同様，以下の基礎的な性質が成り立つ．

命題 2.2 Mk,0 上の写像 ⟨·, ·⟩Mk
はMk に連続に拡張され，写像Mk ∋ v 7→ (x 7→ ⟨ϕ(x), v⟩Mk

) ∈
AX は単射である．よって，Mk は AX の部分集合とみなせ，さらに再生性を満たす．

命題 2.3 A上の C∗ 加群Mと写像 ψ : X → Mは以下の条件を満たすとする．

1. x, y ∈ X に対して，⟨ψ(x), ψ(y)⟩M = k(x, y)，

2. {
∑n
i=1 ψ(xi)ci | xi ∈ X , ci ∈ A} = M．

このとき，一意な A線形かつ全単射な写像 Ψ : Mk → Mが存在して，内積を保ち，以下の可換図

式を満たす．

Mk
Ψ // M

X
ϕ

aaCCCCCCCC ψ

>>}}}}}}}}
⟳

2.2 データ解析への応用に関連する性質

ここでは，RKHMや Hilbert C∗ 加群をデータ解析に用いる上で基礎となる性質を示す．以降で

は，次の仮定を課す．

仮定 2.4 Aは，単位的な von Neumann代数とする．

まず，直交射影作用素に関する最小性の性質を示す．本性質は Hilbert空間では基本的な性質であ

るが，それが Hilbert C∗ 加群に一般化できること表している．

定理 2.5 I を添え字集合とする．{qi}i∈I をMの正規直交系とし，V を，{qi}i∈I により張られる

加群の完備化とする．u ∈ Mk に対して，P : M → V を，Pu :=
∑
i∈I qi ⟨qi, u⟩M により定義され

る直交射影作用素とする．このとき，Puは，以下の最小化問題の一意な解である．ただし，最小値

は，Aにおける半順序に関するものである．

min
v∈V

|u− v|2M.

定理 2.5 は，直交射影されたM の元は，もとの元との差を V で最小にすることを表している．こ
れにより，Hilbert 空間上の，直交射影作用素を用いた方法を Hilbert C∗ 加群に拡張することがで

きる．

次に，RKHMでの Representer定理を示す．Representer定理は，近似誤差に関する最小化問題



の解が，与えられたデータのみで表せるという点で，重要な役割を果たす．RKHSでの Representer

定理は広く利用されている [9]が，その定理が RKHMに拡張できることを示す．

定理 2.6（Representer定理） x1, . . . , xn ∈ X，a1, . . . , an ∈ Aとする．h : X ×A2 → A+ を誤差

関数とし，g : A+ → A+ は c ≤A dに対して g(c) ≤A g(d)を満たすとする．ただし，A+ は，正で

ある Aの元全てから成る集合である．このとき，
∑n
i=1 h(xi, ai, u(xi)) + g(|u|Mk

)を最小にする任

意の u ∈ Mk は，ある c1, . . . , cn ∈ Aを用いて
∑n
i=1 ϕ(xi)ci という形で表される．
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