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概要

Nekrashevych氏によって，自己相似群作用と呼ばれる Cantor空間上の「フラクタル的」な

群作用からその情報を反映した C∗ 環が構成された．今回の講演ではある種の有限性が仮定され

た自己相似群作用を扱い，それらから得られる C∗ 環あるいは von Neumann 環の性質について

得られた結果を発表する．具体的には自己相似群作用にどのような仮定を課したときに，C∗ 環

の単純性や核性，もしくは von Neumann 環の従順性が得られるのかについて検討する．

1 導入

作用素環論とは関数解析を用いて位相付代数を研究する分野である．ここで位相付代数とは具体的

には Hilbert 空間上の有界線形作用素全体がなす環の ∗-部分環（積は作用素の合成で定める）であ
り，扱う位相によって C∗ 環と von Neumann環に大別される．ノルム位相で閉じた ∗-部分環を C∗

環と呼び，強作用素位相で閉じたものを von Neumann環と呼ぶ（一般に強作用素位相で閉じていれ

ばノルム位相でも閉じているので，すべての von Neumann環は C∗ 環であるが，通常はこれらの二

つを区別する）．作用素環論に関する日本語で書かれた教科書は [13, 14, 12] 等がある．上の定義だ

けでは非自明な作用素環の具体例として，compact Hausdorff空間上の連続関数全体がなす環や測度

空間上の本質的に有界な関数全体が定める環（どちらの例においても各演算は各点ごとに定める）が

知られている．さらに（積について）可換な C∗ 環はなんらかの位相空間上の連続関数環と，可換な

von Neumann環は L∞ 関数がなす環とそれぞれ同型であることは古くから知られる基本的な事実で

ある．

力学系から作用素環を構成し，その作用素環の性質（例えば K 群のような作用素環の不変量）を

元の力学系と関連付けて記述するという研究は作用素環の研究課題の一つである．そのような研究

の例としては，Cuntz–Krieger 環と呼ばれる C∗ 環と subshift の関連に着目した研究や複素力学系

から構成された Cuntz–Pimsner環に関する研究（[6]），自己相似群作用（次の章で定義する）から

Nekrashevych氏によって構成された Cuntz–Pimsner環（便宜上ここでは Nekrashevych環と呼ぶ）

についての研究（[9, 10]）等が挙げられる（今回の講演では Cuntz–Kriger環や Cuntz–Pimsner環

の一般論をほとんど用いないので，ここでは Cuntz–Krieger 環あるいは Cuntz–Pimsner 環につい

て解説はしない）．今回は自己相似群作用から構成される作用素環を考察した結果について講演する．

自己相似群作用から構成される作用素環のどのような性質に着目するかについて説明するために，



もう一度作用素環の一般論に触れる．作用素環論において次で定義する状態と呼ばれる線形汎関数は

重要な対象の一つである．

定義 1.1 C∗ 環 A 上の作用素ノルムが 1 であるような線形汎関数 φ が任意の a ∈ A について

φ(a∗a) ≥ 0を満たすとき，φを状態と呼ぶ．

状態の具体例として行列環の上の正規化されたトレースや確率測度空間における積分などが挙げら

れる．これら 2つの例は次に記述するような良い性質を持った状態である．

定義 1.2 C∗環 A上の状態 φが任意の a, b ∈ Aについて φ(ab) = φ(ba)を満たすとき，φは tracial

であると言う．

上述のように関数環と同型になるものを除いて，作用素環は積について非可換である．にもかか

わらず tracialな状態がもし存在すればそれは有用な道具になり得る．しかしながら任意の作用素環

について tracial な状態が存在するとは限らない．今回取り扱う Nekrashevych 環も tracial な状態

を持たない．そのような場合には後述の KMS状態（KMSは Kubo-Martin-Schwingerの略）と呼

ばれる状態を用いることがある．簡単に述べれば，KMS 状態とは作用素環の上の加法群 R による
群作用の分だけズレを許容したものである．例えば σ-有限な III型 von Neumann環などは tracial

な状態を持たないものの KMS 状態を足掛かりにして，様々なことが明らかにされた（今日では

Tomita–Takesaki理論と呼ばれている [12]参照）．Nekrashevych環に関しても自然な R作用に対す
る KMS状態が望ましい条件の下では存在し，一意に定まる（実際にはもう少し強いことが言える）．

次にただ一つ存在する KMS状態の GNS表現（GNSは Gelfand–Naimark–Segalの略）について

考える．この GNS空間上で Nekrashevych環の二重可換子環を考える．ここで述べた操作は，簡単

に述べれば，ただ一つ存在する KMS状態から Hilbert空間を作り，その空間上で Nekrashevych環

の強作用素位相による閉包（これは von Neumann環になる）を考えるということである．この von

Neumann環の構造は従順性が成り立つ場合には完全に決定される．今回の講演では従順性を与える

十分条件をいくつか考察する．

2 自己相似群作用

この章では始めに自己相似群作用に関する定義や性質について述べる．その後，[9, 10] に従って

Nekrashevych環の構成法を述べる．

自己相似群作用を定義するのに必要な記号を次の様に用意する．X を |X| ≥ 2 なる有限集合と

し，X :=
∪

n≥0 X
n とする．ただし X0 = ∅ とする．つまり X∗ の各元は X 上の有限語である．

u ∈ X∗ に対して語の長さを—u—で記述する．この時，u ∈ Xn であることと |u| = nであることは

同値である．Xω を X の元たちから成る片側無限列全体とする．Xω に離散位相たちの積位相を導

入するとカントール集合と同相になる．X 上の重みが均等な数え上げ確率測度から，Xω 上の積測度

が定義される．今回この測度を µと書く．u ∈ Xn としたとき, 筒集合

uXω := {w ∈ Xω | wの最初の n文字が uと一致する }

の測度は µ(uXω) = |X|−n で与えられる.



Xω 上の自己相似群作用は以下で定義される.

定義 2.1 ([9, Definition 2.1]) 群 Gの Xω 上の忠実な作用を考える. 任意の g ∈ Gと x ∈ X に対

し h ∈ Gと v ∈ X が存在して, 任意の w ∈ Xω について

g(xw) = vh(w) (1)

を満たすとき, この作用を自己相似群作用と呼ぶ.

等式 (1)を繰り返し使うことで，任意の g ∈ Gと u ∈ X∗ に対し h ∈ Gと v ∈ X |u| が存在して,

任意の w ∈ Xω について
g(uw) = vh(w)

が成り立つ．上の hと v は g と uから一意に定まるので本レポートでは h = h(g, x), v = v(g, x)と

書く.

次のような自己相似群作用の例が知られている．

例 2.2 X = {0, 1}とし, g1 及び g2 を次で定める Xω 上の同相写像とする.

g1(0w) = 1w, g1(1w) = 0w,

g2(0w) = 0g1(w), g2(1w) = 1g2(w),

ただし w ∈ Xω は任意で, w1 ∈ Xω を 1 ∈ X を並べ続けるような列としたとき, g2(w1) = w1 と定

める. このとき g1 と g2 で生成される自己同相群の中の部分群は (Z/2Z) ∗ (Z/2Z)と同型であり, こ

の対応によって (Z/2Z) ∗ (Z/2Z)の自己相似群作用が与えられている.

例 2.3 X = {0, 1}とし, a, b, c, dを次で定める Xω 上の同相写像とする.

a(0w) = 1w, a(1w) = 0w,

b(0w) = 0a(w), b(1w) = 1c(w),

c(0w) = 0a(w), c(1w) = 1d(w),

d(0w) = 0w, d(1w) = 1b(w),

ただし w ∈ Xω は任意で, w1 ∈ Xω を 1 ∈ X を並べ続けるような列としたとき, b, c, dは w1 を動か

さないとする. a, b, c, dで生成される同相写像群の部分群を Grigorchuk群と呼ぶ．

Grigorchuk群は解析的群論（離散群を Hilbert空間に表現し，関数解析を用いて群を調べる分野）

においていくつかの興味深い性質を持つが，本レポートでは自己相似群の代表例として挙げるに留

める．

以下ではつねに可算群 Gが自己相似に Xω に作用しているとする．次のような C∗ 環を考える．

定義 2.4 ([9, Definition 3.1]) 以下に述べる関係式を満たすG（Gの各元は unitaryであり，G内の

すべての関係式は保存されるとする）と {Sx | x ∈ X}から生成される普遍 C∗ 環を OGmax
と書く．

S∗
xSy = δx,y, (2)



∑
x∈X

SxS
∗
x = 1, (3)

gSx = Sv(g,x)h(g, x), (4)

ただし g ∈ G, x, y ∈ X である．

一般に OGmax が単純かどうか（つまりノルムで閉じた両側イデアルを持つかどうか）はわかって

いない．しかしながら以下で述べる G-genericな点を考えることにより，OGmax
の単純な商環を構

成することができる．

定義 2.5 ([9, Definition 4.1]) g ∈ Gを固定する. w ∈ Xω が gの不動点ではない．あるいは gの不

動点のみから構成される w の開近傍が存在するかのいずれかであるとき，w は g-generic であると

言う．g-genericな点全体の集合を (Xω)g-gen で書き，また (Xω)G-gen :=
∩

g∈G(X
ω)g-gen と定める.

(Xω)G-gen の元を G-genericな点と呼ぶ.

定義から (Xω)g-gen の補集合は g の孤立した不動点全体になる．例えば例 2.3 では w1 を除くす

べての点が b, c, dの g-genericな点である．また，定義から各 (Xω)g-gen は稠密な開集合であるので

(Xω)G-gen も稠密な部分集合である．後の議論のために次の様に記号を用意する．

Notation 2.6 有限語 u ∈ X∗ に対して，Su : X
ω → uXω を Su(w) := uwで定める．これは全単射

連続写像であり逆写像を S∗
u で書く．

上の記号は OGmax の定義にある Sx と重なるが，後に同一視するので差し支えない．また

< G,X >:= {Su1
ugS∗

u2
| u1, u2 ∈ X∗, g ∈ G}

と定める．この時 G-genericよりも強い以下の条件を考える．

定義 2.7 ([9, Definition 9.1]) f ∈< G,X >を固定する. w ∈ Xω が f の不動点ではない，あるい

は f の不動点のみから構成される w の開近傍が存在する，あるいは f は w の上で定義されていな

い，のいずれかであるとき，w は f -generic であると言う．f -generic な点全体の集合を (Xω)f-gen

で書き，また (Xω)SG-gen :=
∩

f∈G(X
ω)f-gen と定める. (Xω)SG-gen の元を strict に G-generic な点

と呼ぶ.

G-genericの場合と同様に (Xω)SG-gen は稠密部分集合である．

Xω 上の Bernoulli測度 µに対して測度論的な観察により以下が言える（詳細は [11]参照）．

補題 2.8 以下は同値である．

1. µ((Xω)G-gen) = 1.

2. すべての g ∈ Gに対して µ((Xω)g-gen) = 1.

3. µ((Xω)SG-gen) = 1.

4. すべての f ∈< G,X >に対して µ((Xω)f-gen) = 1.



定理 2.9 すべての可算群の自己相似群作用に対して µ((Xω)G-gen) = 0もしくは µ((Xω)G-gen) = 1

のいずれかが成り立つ．

系 2.10 すべての可算群の自己相似群作用に対して µ((Xω)SG-gen) = 0もしくは µ((Xω)SG-gen) = 1

のいずれかが成り立つ．

単純な商環の構成のために stirict に G-generic な点から Hilbert 空間を作る．w0 ∈ (Xω)SG-gen

に対して，< G,X > による軌道を < G,X > (w0) で書く．< G,X > (w0) は可算集合であり，

< G,X > (w0)上の 2乗か積分関数全体を l2(< G,X > (w0))と書く．w ∈< G,X > (w0)の上の

定義関数を δw とし，u ∈ Xω と g ∈ Gに対して，

Su(δw) := δuw, g(δw) := δg(w)

と定める．このとき Su と g はそれぞれ isometryと unitaryになる．OGmax
の普遍性より，OGmax

から B(l2(< G,X > (w0)))への準同型 πw0
が得られる．πw0

による像は次の意味で一意である．

定理 2.11 [10, Theorem 3.3] πw0(OGmax) たちは w0 ∈ (Xω)SG-gen の取り方に依らず全て同型で

ある．

この定理から OGmin
:= πw0

(OGmax
)と書いてもよい．次の結果も Nekrashevych氏によって示さ

れている．

定理 2.12 OGmin
は単純である．

OGmin
を本レポートでは Nekrashevych環と呼ぶことにする．

3 KMS状態とその GNS空間

この章では Nekrashevych 環上の KMS 状態とそこから構成される von Neumann 環について解

説する．第 1章で触れた様に KMS状態は C∗ 環上の群作用が与えられたときに定義される．ここで

は次で与えるゲージ作用と呼ばれる Rの作用を考える．

Notation 3.1 OGmin
上の Rのゲージ作用 Γを

Γt(g) := g, Γt(Sx) := eitSx

で与える. ただし g ∈ G, t ∈ R及び x ∈ X は任意.

a ∈ OGmin を止めておいて, Γt(a)を OGmin 値の R上の関数と見なす. Γt(a)が C上の整関数に拡
張されるような a全体を OGmin,Γ と書く.

一般論から OGmin,Γ は稠密な OGmin
の部分 ∗-環である．次に KMS状態を定義する．本来はより一

般の場合について定義されるが，ここでは本講演で扱うゲージ作用についてのみ定義する. 詳しくは

[12]や [3]などにまとまっている.

定義 3.2 β > 0 とする. OGmin
上の状態 φ が β-KMS 条件を満たすとは任意の a ∈ OGmin

,Γ と



b ∈ OGmin に対して
φ(ab) = φ(bΓiβ(a))

が成立するときのことを言う. β-KMS条件を満たす状態を β-KMS状態と呼び, β-KMS状態全体の

集合をKβ(Γ)と書く.

OGmax
の定義にあった等式 (3)から β ̸= log |X|であるような β-KMS状態は存在しないことがわ

かる．β = log |X|の場合は次のように存在と一意性が言える．

定理 3.3 [11] Γの不動点環を

OΓ
Gmin

:= {a ∈ OGmin
| 全ての t ∈ RについてΓt(a) = a}

で与える．µ((Xω)G-gen) = 1 とすると OΓ
Gmin

の上の tracial な状態 φ がただ一つ存在する．この

状態は任意の g ∈ G について φ(g) = µ((Xω)g) を満たす．ただし，(Xω)g は g の不動点の集合で

ある．

この結果から次が従う．

系 3.4 µ((Xω)G-gen) = 1の時 Γに対する log |X|-KMS状態がただ一つ存在する．

Nekrashevych環のうえのただ一つの KMS状態 φに対して，

⟨a, b⟩ := φ(a∗b)

と定めるとこれは OGmin
の上の内積になる（OGmin

が単純であることから φ(a∗a) = 0となるのは

a = 0 のときのみである）．この内積空間の完備化を Hφ と書く．このとき OGmin
は B(Hφ) の部

分*-環とみなせる．OGmin の強作用素位相による閉包を O′′

G と書く．このとき定理 3.3 から次が言

える．

定理 3.5 O′′

G は III|X|−1 型の因子環である．

因子環とは von Neumann環の最小構成単位であり，I, II1, II∞, IIIλ 型のいずれかに分類できる

（ただし 0 ≤ λ ≤ 1)．von Neumann環が有限次元の部分環によって近似されるとき従順であると言

う．従順な II1, II∞, IIIλ 型（ただし 0 < λ ≤ 1)はそれぞれただ一つずつしかないことが分かって

いる．従って，O′′

G が従順な場合は O′′

G は完全に決定される．

4 諸命題

この章では µ((Xω)G-gen) = 1や従順性を与える十分条件について述べる．(Xω)G-gen の定義から

次が従う．

Proposition 4.1 自己相似群作用が free（つまり群の単位元以外の不動点の測度は 0）のとき，

µ((Xω)G-gen) = 1.

自己相似群作用の有限生成に相当する概念として次の contractingと呼ばれる性質がある．



定義 4.2 以下を満たす有限集合 N ⊂ Gが存在するとき，自己相似群作用が contractingであると

言う: 任意の g ∈ Gに対してある n ∈ Nが存在して, {h(g, u) | u ∈ X∗, |u| ≥ n} ⊂ N が成り立つ．

例 2.2, 例 2.3 の例はいずれも contracting である．次の命題は [8] の Theorem 7.3 の証明から得

られる．

Proposition 4.3 Contractingな自己相似群作用について µ((Xω)G-gen) = 1である.

以上の様に，contractingや freeな自己相似群作用は KMS状態が一意に存在するクラスである．

実際の例を見てみると contracting または free であることはほとんどである．Contracting ではな

いが µ((Xω)G-gen) = 1 であるような例は知られている（[2] 参照）．次に従順性が得られる例につ

いて検討する．一般に核的な C∗ 環の GNS表現から得られる von Neumann環は従順であるので，

Nekrashevych環の核性について考察する．次のようなことはすでに知られている（[4]参照）．

Proposition 4.4 群 Gが従順の場合，Nekrashevych環は核的である．

また，[10]にあるように，任意の x, y ∈ X に対してある g ∈ Gが存在して gSx = Sy となるとき，

OΓ
Gmin

は Gと Xω の上の連続関数全体から生成されている．このとき OΓ
Gmin

は Gと C(Xω)の接

合積の形で書ける（一般によく研究される fullあるいは reducedな接合積とは限らない）．このこと

から次が言える．

Proposition 4.5 自己相似群作用が従順であるとき，Nekrashevych環は核的である．

最後に測度的な従順性の十分条件を与える．w ∈ Xω に対し，w の最初の n文字を w(n) ∈ Xn で

表す．このとき各 g ∈ Gに対して

Y n
g = {w ∈ Xω | h(g, w(n)) = e}

と定めるとこれは集合の増加列である．このとき次のことが言える（[11]参照）．

Proposition 4.6 µ(
∪

n∈N Y n
g ) = 1のとき，O′′

G は従順である．
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