
一般超幾何関数 3F2の x = 1における特殊値の代数幾何的

な計算

北海道大学大学院 理学院 数学専攻

矢不俊文 (Toshifumi YABU)

概要

朝倉・大坪・寺杣の 3 氏が 2016 年に超幾何ファイブレーションと呼ばれる特別な曲面のモ

チビックコホモロジーのレギュレーターを考察することで, ある条件の下で超幾何関数 3F2 の

x = 1 における特殊値が対数の有限和で表せることを示した. 本講演では, この研究方法を精密

化させることで, 超幾何関数 3F2 の x = 1における特殊値を明示的に求める手法が得られたので

紹介する.

1 導入

(一般)超幾何関数 p+1Fp を, ai, bj ∈ C, bj ̸∈ Z≤0 に対して

p+1Fp

(
a1, . . . , ap+1

b1, . . . , bp
;x

)
=

∞∑
n=0

(a1)n · · · (ap+1)n
(b1)n · · · (bp)n

xn

n!

によって定義する. ここで (α)n = Γ(α+n)/Γ(α)は Pochhammerの記号である. 超幾何関数 p+1Fp

の x = 1における特殊値は多くの研究がなされている.その研究の一つに次のWatsonの公式がある.
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ここで ψ (x) = Γ′(x)/Γ(x)は digamma関数である. digamma関数 ψ (x)は対数関数の有限和の形

で表せるのでWatsonの公式は左辺の値が対数の和の形で表せることを意味している. 最近, 朝倉・

大坪・寺杣の 3氏がWatsonの拡張といえる次の定理を示した.

定理 1 ([3] Theorem2.1). a, b, q を

a, b, q,−q + a,−q + b, q − a− b ̸∈ Z

を満たす有理数とする. {x} = x− ⌊x⌋を有理数 xの分数部分とする. このとき a, b, q の分母と互い

に素なすべての整数 sに対して

{sq}+ {s(−q + a)}+ {s(,−q + b)}+ {s(q − a− b)} = 2 (1)

を満たすならば

2B (a, b) 3F2

(
a, b, q

a+ b, q + 1
; 1

)
∈ Q+Q logQ×

(2)



が成り立つ. ここで Q+Q logQ×
は 1, 2πiおよび logα (α ∈ Q×

)によって生成される空間である.

a+ b ≡ 2q (modZ)のときWatsonの公式と隣接関係式から (2)がいえるだけではなく具体的な表

示が得られる.例えば a = 1/4, b = 3/4, q = 1/2のときは

3F2

(
1
4 ,

3
4 ,

1
2

1, 32
; 1

)
=

4

π
log(1 +

√
2)

となる. しかし a+b ̸≡ 2q (mod Z)となる (1)をみたす (a, b, q)に対しては定理 1からQ+Q logQ×

に入っていることは示せるが, 具体的な表示は知られていない.定理 1の証明は超幾何ファイブレー

ションを用いる方法とフェルマー曲面を用いる方法の 2通りあるが, [4] で前者の方法を精密化する

ことによって具体的表示を得るための手法が得られた. この手法を用いることで例えば

3F2

(
1
4 ,

3
4 ,

1
3

1, 43
; 1

)
= − 1

π

(
√
3 log(5− 2

√
6) + 2 tan−1

√
2

5

)
(3)

が計算できる. 本稿では (3)を具体的に計算することでこの手法を解説したい.

2 超幾何関数の代数幾何的な解釈

この章では超幾何関数の特殊値がどのようにして代数幾何的に捉えられるかを (3)の計算を例に解

説する. (3)を計算するためには次の楕円曲面を考える.

f : X → P1, f−1(t) =
{
y2 = 4x3 + 4x2 + t3x

}
(4)

この曲面は超幾何ファイブレーションと呼ばれる曲面の 1つ

g : Y → P1, g−1(t) =
{
y2 = 4x3 + 4x2 + t0x

}
(5)

を t0 = t3 によって変換した曲面である.超幾何ファイブレーションについては詳しくは [2]を参照し

ていただきたい.
X

ρ−−−−→ Y 　

f

y g

y
P1 t 7→t3−−−−→ P1

(6)

このとき
Z = ∪f−1(ζi3), X

◦ = f−1(P1 \ {∞})

とおく. ここで ζi3 は 1の三乗根である. γt ∈ H1(f
−1(t),Z)を t = 0での消滅サイクルとしたとき,

{γt}t の族から [0, 1] ⊂ P1 上の Lefschetzの筒 Γ0 ∈ H2(X
◦, Z;Z)が定義できる.

ωk = tk−1dt
dx

y
∈ Γ(X◦,Ω2

X◦)に対して
∫
Γ0

ωk を計算する. 定義から
∫
Γ0

ωk =

∫ 1

0

tk−1dt

∫
γt

dx

y

なので ϕ(t) =

∫
γt

dx

y
を計算する. 可換図式 (6)より

ϕ(t) =

∫
γt

dx

y
=

∫
γt

ρ∗
(
dx

y

)
=

∫
ρ∗γt

dx

y
=: ϕ0(t0) = ϕ0(t

3)



なので ϕ0(t0)を計算すればいい. ϕ0(t0)の Picard–Fuchs方程式は

t0(1− t0)ϕ
′′

0 (t0) + (1− 2t0)ϕ
′

0(t0)−
3

16
ϕ0(t0) = 0

となるが, これは 2F1

( 1
4 ,

3
4

1
; t0

)
の超幾何微分方程式と一致する. T0 を t0 = 0のまわりの局所モノ

ドロミーとすると T0ρ∗γt = ρ∗γt なので ϕ0(t0)は t0 = 0のまわりで 1価である. よって

ϕ0(t0) = c 2F1

( 1
4 ,

3
4

1
; t0

)
(c ∈ C)

と表示できる. c = lim
t0→0

∫
ρ∗γt

dx

y
は直接計算出来て c = πiとなるから ϕ0(t0) = πi2F1

( 1
4 ,

3
4

1
; t0

)
.

つまり

ϕ(t) = πi2F1

( 1
4 ,

3
4

1
; t3
)

である.超幾何関数の公式 (cf. [7](4.1.2))∫ 1

0
2F1

(
a, b

d
;xt

)
tc−1(1− t)e−c−1dt = Γ

(
c, e− c

e

)
3F2

(
a, b, c

d, e
;x

)
から ∫

Γ0

ωk = πi

∫ 1

0

tk−1
2F1

( 1
4 ,

3
4

1
; t3
)
dt

=
πi

3

∫ 1

0

t
k
3−1

2F1

( 1
4 ,

3
4

1
; t

)
dt

=
πi

k
3F2

(
1
4 ,

3
4 ,

k
3

1, k3 + 1
; 1

)

となる.

3 超幾何関数の regulatorによる表示

この章では 2章で考えた積分を Beilinson regulatorと結び付けることで対数によって表示できる

ことを示す. 記号は 2章と同じものとする.

H2
dR(X

◦)Z := ker[H2
dR(X

◦) → H2
dR(Z)]

とおくと,相対ドラムコホモロジー (cf. [5]) H2
dR(X

◦, Z)の長完全列から全射

F 1H2
dR(X

◦, Z) → F 1H2
dR(X

◦)Z (7)

が得られる.ここで F は Hodgeフィルトレーションである. このとき H2(X
◦, Z;Z)と H2

dR(X
◦, Z)

の間の pairing
⟨ , ⟩ : H2(X

◦, Z;Z)⊗H2
dR(X

◦, Z) → C



は Beilinson regulatorと次の関係がある. Beilinson regulator

reg : H3
M (X◦,Z(2)) → H3

D(X◦,Z2))

については [6]を参照していただきたい.本稿では

H3
D(X◦,Z(2)) ∼= Ext1(Z,H2(X,Z)) → Ext1(Z,H2(X,Z)/H2(Z))

と
Ext1(Z,H2(X,Z)/H2(Z)) ∼= HomC(F

1H2
dR(X)Z ,C)/ImH2(X,Z)

による合成
reg : H3

M (X◦,Z(2)) → HomC(F
1HdR(X

◦)Z ,C)/ImH2(X
◦,Z)

を考える. このとき次が成り立つ.

命題 2 ([4] Prop3.1, 3.2). ω ∈ F 1H2
dR(X

◦)Z の (7)による持ち上げを ω̃ ∈ F 1H2
dR(X

◦, Z)とおく.

このときある ξ ∈ H3
M (X◦,Z(2))によって

reg(ξ) = ±[ω0 → ⟨Γ, ω̃⟩] ∈ HomC(F
1H2

dR(X
◦)Z ,C)/ImH1(X

◦,Z)

となる.

定理 2の ξ は容易に求めることができる H3
M (X◦,Z(2))の元である. 2章の Γ0 に対応する元は

ξ0 =

(
2y −

√
2i(2x+ 1)

2y +
√
2i(2x+ 1)

, f−1(ζi3)

)
∈ H3

M (X◦,Z(2))

である. また pairing ⟨ , ⟩には 2章で計算した積分との間に次の関係がある.

⟨Γ, ω̃⟩ =
∫
Γ

ω + c (c ∈ Q)

ここで ω ∈ Γ(X◦,Ω2
X◦)は標準的な射

Γ(X◦,Ω2
X◦) → H2

dR(X
◦)

によって ω̃ ∈ H2
dR(X

◦, Z)に持ち上げられるとする. この式の左辺は regulatorによって計算できる

代数的な値, 右辺は 2章より超幾何関数の特殊値によって表せる解析的な値となっている. c ∈ Qを
直接計算することは困難なので次のように考えることによって計算する. C を X の全ての特異ファ

イバーの成分との交点数が 0となる整数係数 1-cycleとする. 今の場合は

C = C1 − C2

C1 : x = t, y = 2t+ t2 C2 : x = ζ3t, y = ζ3t+ ζ23 t
2

とおくと条件をみたす. このとき次が成り立つ.



命題 3 ([1] Thm3.12, [4] Prop3.3). ωC ∈ H2
dR(X

◦) を C の cycle class とすると ωC ∈
F 1H2

dR(X
◦)Z となる. このとき (7)による持ち上げ ω̃C ∈ F 1H2

dR(X
◦, Z)に対して

⟨Γ, ω̃C⟩ =
∫
Γ

ωDel

となるような ωDel ∈ Cdt
dx

y
+ Ctdt

dx

y
⊂ Γ(X◦,Ω2

X◦)が存在する.

このとき Beilinson regulatorの compatibilityと C× 上の regulatorは logと一致するという事実

から次の可換図式がとれる.

H3
M (X◦,Z(2))

trC◦j∗ //

reg

��

H1
M (SpecQ,Z(1))

∼= // Q×

log
xxppp

ppp
ppp

ppp

HomC(F
1HdR(X

◦)Z ,C)/ImH2(X
◦,Z)

ω∨
C // C/Z(1)

(8)

ここで j :
⨿
C̃i → ∪Ci → X◦ を正規化と埋め込みの合成射, また trC̃i

: H3
M (C̃i,Z(2)) →

H1
M (SpecQ,Z(1)) を C̃i → Qから得られる transfer写像としたとき trC = ΣnitrC̃i

によって定義

する. さらに ω∨
C : HomC(F

1HdR(X
◦)Z ,C)/ImH1(X

◦,Z) → C/Z(1)を ϕ 7→ ϕ(ωC)によって定義

される写像とする. この可換図式と命題 2, 3から次の公式が得られる.

定理 4 ([4]Thm3.4).

log(trC ◦ j∗ξ) =
∫
Γ

ωDel ∈ C/Z(1) (9)

4 (3)の計算

定理 4から (3)を求める. Γ = Γ0 を (9)に代入すると

log(trC ◦ j∗ξ) =
∫
Γ0

c1dt
dx

y
+ c2tdt

dx

y
(c1, c2 ∈ C) (10)

である. まず (10)の左辺から計算すると,

((10)の左辺) = log

(
2y −

√
2i(2x+ 1)

2y +
√
2i(2x+ 1)

|C1∩f−1(1)

)(
2y −

√
2i(2x+ 1)

2y +
√
2i(2x+ 1)

|C2∩f−1(1)

)−1

= log

(
6− 3

√
2i

6 + 3
√
2i

)(
2(2ζ3 + ζ23 )−

√
2i(2ζ3 + 1)

2(2ζ3 + ζ23 ) +
√
2i(2ζ3 + 1)

)−1

= log

(
(5−

√
2i)(3 +

√
6)

9

)

となる. 本稿では log(x)は主値

log(x) = log |x|+ arg(x)i (−π < arg(x) ≤ π) .



を表す. 右辺を計算すると

((10)の右辺) = c1

∫ 1

0

dt

∫
γt

dx

y
+ c2

∫ 1

0

dt

∫
γt

dx

y

= πi

(
c13F2

(
1
4 ,

3
4 ,

k
3

1, k3 + 1
; 1

)
+
c2
2

3F2

(
1
4 ,

3
4 ,

k
3

1, k3 + 1
; 1

))

となるため

log

(
(5−

√
2i)(3 +

√
6)

9

)
+ 2πid1 = πi

(
c13F2

(
1
4 ,

3
4 ,

1
3

1, 43
; 1

)
+
c2
2

3F2

(
1
4 ,

3
4 ,

2
3

1, 53
; 1

))
(d1 ∈ Z)

(11)

c1, c2 を特定するために次の積分を計算する. σ : X → X を σ(x, y, t) = (x, y, ζ3t)によって定義す

る. Γ = σΓ0 を (9)に代入すると,

log(trC ◦ j∗σξ) =
∫
σΓ0

c1dt
dx

y
+ c2tdt

dx

y
(c1, c2 ∈ C) (12)

となる. (10)と同様に計算すると

log
(
5− 2

√
6
)
+ 2πid2 = πi

(
c1ζ33F2

(
1
4 ,

3
4 ,

1
3

1, 43
; 1

)
+
c2ζ

2
3

2
3F2

(
1
4 ,

3
4 ,

2
3

1, 53
; 1

))
(d2 ∈ Z) (13)

また δt ∈ H1(f
−1(t),Z)を t = 1での消滅サイクルとして, {δt}t の族から [0, 1]上の lefschetzの筒

∆ ∈ H2(X
◦, f−1(0),Z)を構成すると (1− σ)∆, (1− σ2)∆ ∈ H2(X

◦,Z)となる. このとき∫
(1−σ)∆

ωDel,

∫
(1−σ2)∆

ωDel ∈ Z(1) (14)

となるから計算すると,
4
√
3

3
c1(1− ζ)π +

8
√
3

15
c2(1− ζ2)π ∈ 2πiZ (15)

4
√
3

3
c1(1− ζ2)π +

8
√
3

15
c2(1− ζ)π ∈ 2πiZ (16)

(11), (13), (15), (16)から

c1 =
iζ2

2
√
3
, c2 =

5iζ

4
√
3

となるため (3)と

3F2

(
1
4 ,

3
4 ,

2
3

1, 53
; 1

)
= − 4

5π

(
√
3 log(5− 2

√
6)− 2 tan−1

√
2

5

)

が計算できる.



5 他の具体例

(3)の計算と同じ手法でいくつかの他の超幾何関数の x = 1における特殊値が計算できる. 現在計

算できている例を列挙する.

例 1.
f : X → P1, f−1(t) = {y2 = 2x3 + 9x2 + 12t2x+ 4t4}

から

3F2

(
1
3 ,

2
3 ,

1
2

1, 32
; 1

)
=

3
√
3

π
log 2

が計算できる.この式はWatsonの公式からも導き出せる.

例 2.
f : X → P1, f−1(t) = {y2 = 4x3 + 4x2 + t2x}

から

3F2

(
1
4 ,

3
4 ,

1
2

1, 32
; 1

)
=

4

π
log(1 +

√
2)

が計算できる. この式もWatsonの公式からも導き出せる.

例 3.
f : X → P1, f−1(t) = {y2 = 2x3 − 3x2 + tl}

から

3F2

(
1
6 ,

5
6 ,

l
k

1, l
k + 1

; 1

)

(k = 2, 3, 4, 5, l ∈ {1, · · · k})が計算できる.

k = 2のとき

3F2

(
1
6 ,

5
6 ,

1
2

1, 32
; 1

)
=

3
√
3

π
log(2 +

√
3)

となる.この式もWatsonの公式からも導き出せる. k = 3のとき

3F2

(
1
6 ,

5
6 ,

1
3

1, 43
; 1

)
=

√
3 3
√
2

2π
A−

3
√
2

π
B,

3F2

(
1
6 ,

5
6 ,

2
3

1, 53
; 1

)
=

√
3 3
√
4

3π
A+

2 3
√
4

3π
B

ここで

A := log
(
(1− 2−

2
3 )2 + (1 + 2−

2
3

√
3)2
)
− log

(
(1− 2−

2
3 )2 + (1− 2−

2
3

√
3)2
)
,



B := Tan−1

(
3

3 + 3
√
2 + 3 3

√
4

)
.

である. k = 4のとき

2π

123/4
3F2

(
1
6 ,

5
6 ,

1
4

1, 54
; 1

)
=

1

2
log

(
35/4 − 33/4 +

√
2

35/4 − 33/4 −
√
2

)
− Cos−1

(
35/4 + 33/4

2
√

5 + 3
√
3

)
,

7
√
3

9

2π

123/4
3F2

(
1
6 ,

5
6 ,

3
4

1, 74
; 1

)
=

1

2
log

(
35/4 − 33/4 +

√
2

35/4 − 33/4 −
√
2

)
+Cos−1

(
35/4 + 33/4

2
√
5 + 3

√
3

)
.

k = 5のとき ζ = e2πi/5, ζ20 = e2πi/20, α = 1/ 10
√
24 > 0として

ej :=

√
2α3ζ320ζ

j +
√
2
4 α

−3ζ−3
20 ζ

j −
√
3(α2ζ220ζ

j − 1)
√
2α3ζ320ζ

j +
√
2
4 α

−3ζ−3
20 ζ

j +
√
3(α2ζ220ζ

j − 1)

,

Ak :=
Γ(k/5 + 1/6)Γ(k/5 + 5/6)

Γ(k/5)2
,

fk :=
2πAk

k
· 3F2

(
1
6 ,

5
6 ,

k
5

1, 1 + k
5

; 1

)
, k = 1, 2, 3, 4.

とおくと

5

ζ2k − 1
fk = (ζ2k − 1) log e0 + (ζ2k − ζ3k) log e1 + (ζ2k − ζk) log e2 + (ζ2k − ζ4k) log e3 + 4πiζ2k

となる.
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