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概要

複素一変数有理関数を繰り返し反復合成するときの力学系は古くから研究され，数理・代数・
幾何・解析の観点から非常に深い理論が構築されている．これのランダム版を数学的に取り扱う
ことが本稿の主題である．ランダム版とは，一つだけでなく複数の有理関数の中からランダムに
写像を選択したときの（離散時間）ランダム力学系を意味する．決定論的力学系とは異なる現象
がランダムの場合に起こる事を，筆者による一般的な設定のもとで概説する．特に，ジェネリッ
クなランダム力学系は平均して安定的であるか，または相空間全体でカオス的になることを紹介
する．

1 導入
「力学系の研究の主な目標は，時間と共に決定論的な法則に従って状態が変化していくような系に
おいて，その状態の長期にわたる挙動を理解することである．」（[Rob] p.1より引用．）このような系
は，数学の各分野を含むあらゆる科学分野において遍く存在する，極めて重要な研究対象である．本
稿で扱うのはリーマン球面上の離散時間力学系とそのランダム版であるが，まずはその動機について
歴史を追って紹介する．
生物の個体数をモデル化した式として xn+1 = µxn(1 − xn) という漸化式が知られている．ここ
で， xn はある時刻 n ≥ 0 における個体数，µ はパラメータである．例えば µ が 3.3程度のときは，
ほとんどの初期値 x0 ∈ (0, 1) に対してその軌道 {xn}n∈N はある周期 2の軌道に収束する．その一
方で，パラメータ µ の値によっては，初期値 x0 の小さな摂動に対して軌道が全く異なってしまい，
系の時間発展が原理的に予測不可能であることが観測・証明された．この振る舞いは当時の科学者に
新鮮な衝撃を与え様々な論争を巻き起こした．数学においては二十世紀中頃に「カオス」と命名さ
れ，今日に到るまで深く研究されている．（しかし，カオスの厳密で統一的な定義については未だ議
論がある．）これらの詳細は [Rob]を参照されたい．
前述の例は二次関数 f(x) = µx(1− x) により xn+1 = f(xn) と表される．その軌道 {xn}n∈N は

xn = f ◦ · · · ◦ f(x0) =: fn(x0) のように， f の反復合成 fn を用いて定義される．しかし，関数 f

の代数的な単純さは点列 {xn}n∈N の単純さを導かない．むしろ，非常に複雑な振る舞いを導きうる
わけである．この複雑さは f の非線形性に由来し，二次関数の繰り返しという一見簡単な行為でさ
え今なお最先端の研究対象である．
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二次関数，より一般に多項式や有理関数を考察する上で，変数を複素化することは代数的に自然で
あり，かつ複素関数論的な利点をもたらす．これが複素解析的な写像の力学系を考える重要な動機で
ある．複素力学系と呼ばれるこの分野は独自の発展を遂げ，いくつかの未解決問題を残しつつも美し
い理論が構築されてきた [Miln]．その過程で実力学系への応用はもちろん，タイヒミュラー理論を通
して複素関数論や双曲三次元多様体論，幾何学的群論などと関係することが発見されてきた．
洗練された複素力学系の理論を念頭において，次のような問題を考える：パラメータ µ に依
存する写像族 fµ と初期点 z0 に対して，ランダムに µ1, µ2, . . . を選択したときのランダム軌道
fµn ◦ · · · ◦ fµ2 ◦ fµ1(z0) はどのような振る舞いをするか．本稿ではこれをランダム力学系と呼ぶ．
ランダム力学系の研究は近年急速に発展しており，決定論的な力学系とは異なる振る舞いが生じる
ことが数値実験により観測されたり，数学的に証明されたりしている．このような事象をランダム性
誘起現象という．複素解析的写像のランダム性誘起現象については，[FS, S1, S2, S3] などを参照．
また，純粋数学としての興味に留まらず，ランダム力学系の研究はランダム項を含む数理モデルの解
析へ応用されている．生物の個体数モデルに例えると，ランダムに環境が変化するときの時間発展を
考察することがランダム力学系に相当する．
これまで研究されているランダム力学系の多くは独立同分布か，そうでなければ非常に一般的かつ
抽象的な系を考えている．上にあげた文献 [FS, S1, S2, S3] は全て，写像を独立同分布に選ぶ系を研
究している．そこで，もう少し柔軟で具体的な系を考察することが応用数学に貢献するのではないか
と筆者は考えている．
以上のように，ランダムに複素解析的写像を選択する力学系は自然かつ重要な研究対象であろう．
純粋および応用数学の観点から，写像の選び方が独立同分布でないようなランダム複素力学系は大変
興味深いと筆者は考えている．そこで，筆者らは写像の選び方がマルコフ的規則を満たすような力学
系を導入した [SW1]．本稿ではそのジェネリックな性質を考察する [SW2]．
本論の前に本稿の構成を述べよう．2 章で反復合成の決定論的な複素力学系について，古典的に知
られている理論の一部を紹介する．その後 3 章でマルコフ的ランダム力学系を定義する．そのよう
な力学系において，二種類のランダム性誘起現象が生じうることを述べる．さらに，この二種類が
ランダム力学系全体の空間において，適切な位相の元で稠密に存在していることを主結果として述
べる．

2 反復合成の複素力学系：不変なファトウ成分の
タクソノミー
分 類

リーマン球面を Ĉ で表す．これは複素平面 C の一点コンパクト化から作られる種数 0 のリーマ
ン面であり，複素 1 次元射影空間と等角同形である．また，位相的には実 2 次元球面と微分同相で
あり，そこから誘導される距離 d により距離空間となる．
さて，Ĉ から自身への正則写像 f : Ĉ → Ĉ を考える．球面のコンパクト性により，f は有理関数

p(z)/q(z) であることがわかる．ここで，p(z), q(z) は多項式であり，その次数の最大値を f の次数
と定義する．次数 2 以上の正則写像全体の空間を Rat とし，距離を κ(f, g) := supz∈Ĉ d(f(z), g(z))

により定める．すなわち，Rat 上に（局所）一様収束から定まる位相を考える．
本章では f ∈ Rat を一つ固定し，その反復合成の力学系を考える．詳しくは [Miln] などを参照さ
れたい．



Definition 2.1. ある近傍 U が存在して写像族 {fn}n∈N が U 上で同程度連続であるような点
z ∈ Ĉ の集合を F (f) と書き，f の ファトウ集合と呼ぶ．

Example 2.2. 二次多項式の族 fc(z) = z2 + c を考える．パラメータ c = 0 のとき，F (f0) は単位
円の内部と外部の和集合である．しかし一般に，Ĉ \F (fc) は驚くべきほど複雑な，フラクタルと呼
ばれる形状をしいる．次頁の図はその一例であり，白色の部分がファトウ集合 F (fc)，色のついた部
分が補集合である．

ここで，写像族 F が U 上同程度連続であるとは，任意の z0 ∈ U と ϵ > 0 に対してある δ > 0

が存在して，z0 との距離が δ 未満の任意の w0 と任意の g ∈ F に対して d(g(z0), g(w0)) < ϵ とな
ることをいう．力学系の文脈で言えば，写像 f の ファトウ集合 F (f) とは，初期点の摂動に対して
軌道のずれが一様に小さいような安定的初期点の集合である．逆に，z ∈ Ĉ \F (f) は初期値鋭敏性を
持つという．これはカオス的現象の一つの特徴とされる．詳しくは後述するが，この性質は「指数関
数的な拡大」を導く（Theorem 2.8）．
同程度連続性は複素関数論において別の言葉で表現でき，モンテルの定理をはじめとする強力な解
析手法を適用できる．次の命題はアスコリ・アルツェラの定理から直ちに従う．

Proposition 2.3. Ĉ への正則写像族 F が領域 U 上で同程度連続であることは，F が U 上正規
族であることと同値である．ここで，F が U 上正規族であるとは，任意の写像列 {fn}n∈N ⊂ F に
対してある部分列が存在して，それが U 上で局所一様収束することをいう．

安定的な初期値の集合 F (f)，あるいはその補集合を調べたい．これは十九世紀後半からファトウ
やジュリアらにより研究され，多くの基本的な結果が知られている．例えば，位相的な議論により，
カオス的な初期値の集合 Ĉ \F (f) は常に非空であることがわかる．以下ではより詳細な内容につい
て述べる．

Proposition 2.4. z ∈ F (f) なら f(z) ∈ F (f) であり，逆も成り立つ．したがって，f の力学系は
F (f) とその補集合に完全に分かれる．

Definition 2.5. fp(z) = z なる z を周期点という．また，これを満たす最小の p ≥ 1 を周期点 z

の周期という．このような周期点 z に対して，複素微分の値 λ = (fp)′(z) を乗数という．乗数の絶
対値 |λ| がそれぞれ < 1, > 1 のとき，周期点 z は吸引的，反発的という．

Proposition 2.6. 有理写像 f の反発的周期点全体の集合は Ĉ \F (f) 内で稠密に存在する．

より強く，力学系的に定義される確率測度 µf に対して，反発的周期点は Ĉ \F (f) 内に「同程度に
分布」していることが知られている [L]．この測度 µf はエルゴード的であり，その台は Ĉ \F (f) と
一致しており，かつ f に関して最大エントロピーを与える．唯一つ存在するこの確率測度をリュー
ビッチ測度と呼ぶ．

Corollary 2.7. ファトウ集合 F (f)が空になるような f が存在する．実際，複素トーラス T = C /Λ

上の 2 倍写像から，分岐を持つ正則な二葉被覆写像 ℘ : T → Ĉ を通してそのような例が構成できる．



図 1 c = −1

図 2 c = 1/4

図 3 c = 0.3 + 0.5i



Theorem 2.8 ([Mañé]). 定数 α > 0 が存在して，リュービッチ測度 µf に関するほとんど全ての
z に対して

lim
n→∞

1

n
log ∥D(fn)(z)∥ ≥ α

が成り立つ．ここで，写像 g に対して z における微分写像を Dg(z) とし，球面計量に関するノルム
を ∥Dg(z)∥ と記す．

Theorem 2.8 の不等式の左辺で定義される量をリャプノフ指数という．ファトウ集合の外におけ
る，無限小レベルでの初期値のズレが時間発展とともに指数関数的に拡大されることを意味する．
このように，ファトウ集合の外では初期値の摂動に関し不安定であり，カオス的な振る舞いをして
いると考えられる．それではファトウ集合上ではどのような力学系が起こるだろうか．以下の二定理
により，その振る舞いはほぼ完全に予測できる．ファトウ集合の連結成分 U をファトウ成分とよぶ
ことにすると，f の U への制限は別のファトウ成分への正則分岐被覆であることに注意する．

Theorem 2.9 ([Sullivan]). 任意のファトウ成分 U0 に対して，ある k ∈ N と p ∈ N が存在して，
ファトウ成分 U = fk(U0) は fp により U 自身に写される．p を U の周期と呼ぶ．

Theorem 2.10. 周期 p の周期的なファトウ成分 U は以下のいずれか一つを満たす．

（吸引的）fp の吸引的固定点 a ∈ U が存在して，任意の z ∈ U に対し {fkp(z)}k∈N は k → ∞ で a に
収束する．

（発散的）fp の固定点 b ∈ ∂U が存在して，任意の z ∈ U に対し {fkp(z)}k∈N は k → ∞ で b に収束
する．

（回転的）原点中心の開円板（またはアニュラス）D ⊂ C と双正則写像 ϕ : U → D が存在して，任意の
z ∈ U に対して ϕ ◦ f(z) = λϕ(z) となる．λ は 1 の冪根でない，絶対値 1 の複素数である．

図 1は中央に周期 2 の吸引的なファトウ成分を持ち，軌道は周期点 a = 0 に吸引される．図 2は中
央に周期 1 の発散的なファトウ成分を持ち，軌道は境界上の固定点 b = 1/2 に収束する．なお，回
転的なファトウ成分を持つ有理関数の存在は非自明だが，2 次多項式について次が知られている．

Example 2.11. 族 fξ(z) = z2 + e2πiξz について，ルベーグ測度に関するほとんど全ての ξ ∈ R/Z
に対して fξ は固定点 z = 0 の近傍で回転的なファトウ成分を持つ．図 4 は ξ = 3

√
1/4 のとき．

図 4 [Miln] p.127より引用．中央やや左下の大きな単連結領域が回転的成分である．



3 主結果：ランダム複素力学系の
ダイコトミー
二分律

本章で [SW1]の意味でのランダム力学系を定義し，[SW2] に基づいて主結果を述べる．

Definition 3.1. ある m ∈ N と Rat 上の非負測度 τij (i, j = 1, . . . ,m) の組み τ = (τij)i,j=1,...,m

がマルコフ的ランダム力学系であるとは，任意の i = 1, . . . ,m に対して
∑m

j=1 τij(Rat) = 1 を満た
すことをいう．

与えられた τ = (τij)i,j=1,...,m に対して Ĉ×{1, . . . ,m} 上のマルコフ過程で，点 (z, i) から
B×{j} の形のボレル集合への遷移確率が τij({f ∈ Rat: f(z) ∈ B}) であるようなものを考えたい．
この過程は Ĉ 上の次のような過程を誘導する．初期点 z0 に対し，適当な確率で i0 = 1, . . . ,m を選
択する．その後，上述のマルコフ過程にしたがい時刻 n の点 (zn, in) ∈ Ĉ×{1, . . . ,m} が， そして
Ĉ 上の点列 {zn}n∈N が確率的に定まる．

Example 3.2. もし m = 1 ならば，このマルコフ過程は τ = τ11 に従う独立同分布の確率過程に
由来するランダム力学系である．つまり，マルコフ的ランダム力学系は独立同分布ランダム力学系を
包含している．加えて τ11 が写像 f に重みを持つディラック測度であるとき，この系は f を反復合
成する決定論的な力学系と等価である．

Notation 3.3. マルコフ的ランダム力学系 τ = (τij)i,j=1,...,m に対して，V = {1, . . . ,m} を頂点
集合，E = {(i, j) ∈ V × V : τij(Rat) > 0} を有向辺の集合とする有向グラフを考える．ただし，
e = (i, j) ∈ E の始点は i，終点は j であり，それぞれ i(e), t(e) とも書く．有向辺 e = (i, j) ∈ E

に対し，τij を τe とも記す．

本稿ではある意味で既約かつ有界ノイズの系を取り扱う．厳密には次で定義される空間を考える．

Definition 3.4. 以下を満たすマルコフ的ランダム力学系 τ 全体の集合を MRDS と書く

• 有向グラフ (V,E) が強連結，すなわち，任意の (i, t) ∈ V × V に対して有限個の有向辺
e1, . . . , eN ∈ E が存在して i = i(e1), t(en) = i(en+1), (n = 1, . . . , N − 1), t(eN ) = t．

• 任意の e ∈ E に対して，付属する測度の台（の閉包）supp τe が Rat でコンパクトである．

また，MRDS の位相として，点列 {τn}n∈N が τ に収束することを以下の三条件が成り立つことに
より定める．

• 充分大きい n ∈ N に対して τn の有向グラフが τ のそれ (V,E) と一致する．
• 任意の e ∈ E に対して，付属する測度 τne が τe に弱収束する．
• 任意の e ∈ E に対して，付属する測度の台 supp τne が supp τne にハウスドルフ距離に関して
収束する．

ここでハウスドルフ距離とは，Rat の空でないコンパクト集合全体の集合上で定義される，Rat の
距離から自然に定まる距離である．



以下で，τ ∈ MRDS に対していくつかの概念，特にファトウ集合を定義する．これは単一の有理
写像を反復合成する力学系におけるファトウ集合の自然な一般化である．そして，MRDS の部分集
合 A, C を定義し，各々について簡単な性質や注意を述べる．

Definition 3.5. 列 (fn, en)
N
n=1 ∈ (Rat×E)N が許容語であるとは，任意の n = 1, . . . , N − 1 に対

し t(en) = i(en+1) かつ，任意の n = 1, . . . , N に対し fn ∈ supp τen となることをいう．また，各
i, j ∈ V に対しHj

i (Sτ ) := {fN ◦· · ·◦f1 : ∃N ∈ N, ∃ 許容語 (fn, en)
N
n=1, s.t. i(e1) = i, t(eN ) = j}

と定義する．各 i ∈ V に対して，ある近傍 U が存在して写像族
∪

j∈V Hj
i (Sτ ) が U 上で同程度連

続であるような点 z ∈ Ĉ の集合を Fi(Sτ ) と書き，τ の i ∈ V におけるファトウ集合と呼ぶ．

Definition 3.6. 各 i ∈ V に空でないコンパクト集合 Li ⊂ Ĉ が対応する族 (Li)i∈V を考える．
(Li)i∈V が極小集合であるとは，任意の z ∈ Li と j ∈ V に対して Lj =

∪
h∈Hj

i (Sτ )
{h(z)} となる

ことをいう．

Definition 3.7. 極小集合 (Li)i∈V が吸引的であるとは，任意の i ∈ V に対して Li ⊂ Fi(Sτ ) で
あって次が成り立つことをいう．定数 0 < c < 1 と N ∈ N が存在して，Li と交わる Fi(Sτ ) の任
意の連結成分 U 上の任意の二点 p, q と任意の許容語 (fn, en)

N
n=1 ∈ (Rat×E)N に対して，

d(fN ◦ · · · ◦ f1(p), fN ◦ · · · ◦ f1(q)) ≤ c d(p, q).

さらに，全ての極小集合が吸引的であるような τ 全体の集合を A ⊂ MRDS と定める．

Definition 3.8. ファトウ集合 Fi(Sτ ) が任意の i ∈ V で空でありかつ (Ĉ)i∈V が極小であるよう
な τ 全体の集合を C ⊂ MRDS と定める．

Proposition 3.9. マルコフ的ランダム力学系を τ ∈ A とする．このとき，ある α < 0 が存在し
て，任意の z ∈ Ĉ に対して lim supn→∞

1
n log ∥D(fn ◦ · · · ◦ f1)(z)∥ ≤ α がほとんど全ての許容語

(fn, en)
∞
n=1 ∈ (Rat×E)N に対して成立する．

反復合成の力学系で A, C に対応する集合は空集合であり，その意味でこれらはランダム性誘起現
象である．実際 A について，Theorem 2.8と Proposition 3.9により，リャプノフ指数の正負で決定
論の場合とランダムの場合とで力学系の性質が異なる．また C について，決定論的な力学系におい
ては各周期軌道が極小だが，それらは無限個存在する．特に，決定論的な力学系において Ĉ が極小
になることはない．
さて，本稿の主結果を述べる．粗く言えば，ジェネリックなマルコフ的ランダム力学系 τ は A か

C のいずれか一方に属する．また，多項式写像に制限すればジェネリックな τ は A に属する．

Main Result A. 集合 A ∪ C は空間 MRDS 内で稠密である．また，A, C はそれぞれ空集合でな
く，A は開集合である．

Corollary 3.10. 多項式写像のランダム力学系全体の空間

PMRDS := {τ ∈ MRDS: supp τe は任意の e ∈ E に対して多項式写像のみからなる }

において，C ∩ PMRDS = ∅ である．特に， A ∩ PMRDS は稠密である．



主結果の証明の鍵は，2 章で述べた古典的な複素力学系の理論（Theorem 2.10）を，ランダムな設
定に拡張した次の補題である．

Lemma 3.11. マルコフ的ランダム力学系 τ ∈ MRDS の極小集合 (Li)i∈V は次のいずれかを満
たす．

• (Li)i∈V は吸引的である．
• ある i ∈ V に対して Li ̸⊂ Fi(Sτ ) となる．
• 任意の j ∈ V に対して Lj ⊂ Fj(Sτ )，かつある i ∈ V に対して h ∈ Hi

i (Sτ ) と Fi(Sτ ) の連
結成分 D が存在して次を満たす．h は h(D) ⊂ D であり制限 h|D は無理数回転写像（の一
部）と等角写像により共役かつ Li ∩D ̸= ∅ となる．

決定論的な力学系の理論を基礎としながらも，特有の興味深い現象が数多く存在する点がランダム
力学系研究の醍醐味である．
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