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概要

本研究では, Ishioka-Kunugiにより与えられた Scott加群に対する Brauer直既約性の同値条

件を Brauer-friendly加群に対する slash直既約性の同値条件へと一般化する。

1 モチベーション

まず, 有限群の表現論とは何かを一言で言えば, 「与えられた有限群の性質とその表現の関係性を

調べる分野」である。モジュラー表現論とは, 考えている表現の係数体の標数が考えている有限群の

位数を割り切る場合をいう。なぜこの設定の場合を区別するかというと, 係数体の標数が 0や有限群

の位数と互いに素の場合 (このような場合の表現を通常表現という)はMaschkeの定理より, すべて

の表現が半単純表現 (つまり, 単純表現のいくつかの直和)と同値になるので比較的よくわかっている

ためである。1935 年頃から R. Brauer により有限体や環上の表現などが本格的に研究され始める。

その頃から現在までの有限群のモジュラー表現論における一つの大きな指針 (哲学)を標語的に言え

ば「与えられた有限群の標数 p の体上の表現は, その p-局所部分群の表現により統制されているの

ではないか？」という有限群のモジュラー表現論における局所-大域原理のようなものがある。ここ

で, p-局所部分群とは p-部分群の正規化群や中心化群のことをいう。この思想を意識しながら有限群

のモジュラー表現論を勉強すると, いくつもの定理や命題のモチベーションが自然にわかるようにな

る。有限群の表現論では与えられた表現を加群論的手法により研究することがあり, 本研究でも加群

論的に表現を調べる。ここで加群論的手法とは, 有限群 Gの可換環 R上の加群 V に関するある表現

G → GL(V )が与えられることと, RG-加群 V が与えられることは同値なことなので, 表現を加群を

用いて調べる研究方針のことである。ここで, RG := {
∑

g∈G λgg | λg ∈ R, g ∈ G}とは群の積を線
形に拡張した積を定義した R-多元環で, 可換環 Rと有限群 Gに関する群環である。群環やそれ上の

加群の構造には, 群環の係数体や有限群やそれ自身の多元環としての構造が絡み, 群, 環, 体のすべて

が絡むとても興味深い対象である。

これから, いくつかの用語を定義していく。以下, 任意の環上の加群は特に断らない限り有限生成

な左加群とし, O を完備離散付値環でその唯一の極大イデアル J(O)による剰余体 k := O/J(O)が

標数 p > 0の代数的閉体であるものを一つ固定する。これによる自然な全射 OG ↠ kGの x ∈ OG

の像を x により表す。R ∈ {O, k} を固定する。既に説明したように通常表現の直和分解による最
小単位は単純加群 (表現) になる。しかし, モジュラー表現論においては必ずしも単純加群だけが最

小単位ではないので, 直和による分解でこれ以上分解できない加群を直既約加群と定める。これが



モジュラー表現論における表現の直和分解における最小単位である。もちろん単純加群は直既約加

群の例になっている。RG はそれ自身の積を作用に用いて左 RG-加群かつ右 RG-加群になり両側

(RG,RG)-加群にもなっている。このとき, この両側 (RG,RG)-加群 RGの直既約 (RG,RG)-加群

への分解を RG = B1 ⊕ B2 ⊕ · · · ⊕ Bn としたときに, 各 Bi を RG の (p-) ブロックという。また

各 Bi に対してその単位元はあるべき等元 bi ∈ Z(RG) で, {bi}1≤i≤n は Z(RG) における原始べき

等元で, Bi = RGbi = biRG となる。この bi を Bi のブロックべき等元という。以下ではブロッ

クべき等元も単にブロックという。各直既約 RG-加群M は唯一のブロック bi により biM ̸= 0 と

なる。このとき M はブロック bi に属するという。R を RG の作用がすべて自明に作用する RG-

加群と見たものを自明な RG-加群といい RG により表す。自明な RG-加群 RG の属するブロック

を主ブロックという。RG-加群 L の直和分解に RG-加群 M と同型な加群が出てくる場合 M | L
と表す。次に加群に対する誘導と制限を定義する。H ≤ G, RG-加群 M , RH-加群 N に対して,

IndGH(N) := RG⊗RH N により N の Gへの誘導を定義し, M の作用を RH に制限することにより

RH-加群 ResGH(M) を定義する。また, M∗ によりM の双対 RG-加群を表す。直既約 RG-加群に

対して vertexと sourceという Gの p-部分群とその群環上の加群を定義する。

定義 1 (vertex, source). 直既約 RG-加群M に対して, 次の 2条件を満たす Gの p-部分群 P が G-

共役を除き一意的に決まる。

(a) M | IndGP (Res
G
PM)となる。

(b) H ≤ Gに対してM | IndGH(ResGH(M))ならば, P ≤G H となる。

ここで P ≤G H は, ある g ∈ Gにより gP ≤ H であることを表す。この P をM の vertexといい,

vtx(M)により表す。さらに, vtx(M)=P に対して, 次の条件を満たす直既約 RP -加群 S がNG(P )-

共役を除き一意的に定まる。

(a) M | IndGP (S)
(b) S | ResGP (M)

(c) vtx(S) = P

この直既約 RP -加群 S をM の sourceといい, s(M)により表す。

特に RGのブロック B に対してその両側 (RG,RG)-加群としての作用を R[G×G]-加群と見るこ

とができ, そのようにしてみたときの B の vertexとしてある Gの p-部分群 P により∆P ≤ G×G

が取れる。この P は G-共役を除き一意的に定まるが, この P を B の不足群という。特に, RGの主

ブロックの不足群は Gの Sylow p-部分群になる。これらを用いて次の Brauerの第 1主定理と第 3

主定理を述べる (第２主定理もあるが, ここでは省略する)。

定理 1 (Brauerの第 1主定理, 第 3主定理). RGの不足群 P をもつブロック bに対して, RNG(P )

の不足群 P をもつある唯一のブロック c で, 後の定義 3 で定める Brauer 準同型 br∆P により

br∆P (b) = br∆P (c) となるものが存在する。また, RG の不足群 P をもつすべてのブロックと,

RNG(P )の不足群 P をもつすべてのブロックは, この対応により一対一に対応する。この対応によ

り, RGのブロック bに対応する RNG(P )のブロックを bの Brauer対応子という。特に RGの主



ブロックの Brauer対応子は RNG(P )の主ブロックになる。

この Brauerの主定理は Gの表現と p-局所部分群の表現を比較していく上でとても重要である。

以上のことを用いて上で述べた有限群のモジュラー表現論における局所-大域原理の一つの定式化

された問題である Broué予想を述べる。

予想 (Broué予想). Gを有限群, bを RGのブロック, P を bの不足群, cを bの Brauer対応子であ

る RNG(P )のブロックとする。もし P が可換群ならば, RGbと RNG(P )cは導来同値である。

この Broué予想は有限群のモジュラー表現論において最も興味のもたれている問題の一つであり,

今までにいくつかの場合に対して予想が示されてきた。例えば Gが対称群や交代群や SL2(p
n)のす

べてのブロック, P が巡回群のすべてのブロック, P ∼= C3 × C3 のすべての主ブロック, p = 2のす

べての群のすべての主ブロックの場合などがあり他にもいくつかの場合に確認されている ([7, 7.5]

を参照)。Broué予想の確認のためには RGbと RNG(P )cの導来同値を構成しなければならないが,

その一つの手法として「奥山メソッド」と呼ばれる奥山哲郎氏により考案された RGbと RNG(P )c

の森田型安定同値を足掛かりに導来同値を構成する方法が存在し, Broué 予想が確認されている多

くの場合がこの奥山メソッドを用いて確認されている ([7, 7.2]を参照)。このことから, 今度は森田

型安定同値の構成が重要になってくる。bと cが主ブロックの場合に有用な一つの手法として, 次の

Brouéの張り合わせの原理が存在する。

定理 2 (Broué の張り合わせの原理). P を G の Sylow p-部分群, b を RG の主ブロック, M を

ResG×G
G×NG(P )(RGb)の vertex ∆(P )の直既約因子とする。このとき, もし FP (G) = FP (NG(P ))な

らば次は同値である。

(i) 関手M ⊗RNG(P ) −とM∗ ⊗RG −により RGの主ブロックと RNG(P )の主ブロックの間の

森田型安定同値が誘導される。

(ii) 任意の 1̸= Q ≤ P に対して, 関手 Br∆Q(M)⊗kCG(Q) −と Br∆Q(M
∗)⊗kCNG(P )(Q) −により

kCG(Q)の主ブロックと kCNG(P )(Q)の主ブロックの間の森田同値が誘導される。

ここで, Brは後の定義 3で定義される Brauer constructionである。

定理の中のM は R[G ×NG(P )]の ∆P に関する Scott加群というものである。Brouéの張り合

わせの原理の言っていることは, RGと RNG(P )の間の (Scott加群による)森田型安定同値はそれ

らの各 p-局所部分群の間の森田同値 (という森田型安定同値よりも強い同値)を調べればよい, とい

うことである。Broué の張り合わせの原理を用いて主ブロックの間の森田型安定同値を確認するた

めに Scott加群に成り立っていてほしい条件として, Kessar-Kunugi-Mitsuhashi[4]において導入さ

れた次の Brauer直既約性という条件がある。

定義 2 (Brauer 直既約 [4]). M を RG-加群とする。G の任意の p-部分群 Q に対して

Res
NG(Q)/Q
QCG(Q)/Q(BrQ(M))が直既約または 0となるとき, M は Brauer直既約であるという。

Scott 加群に対する Brauer 直既約性の同値条件は Ishioka-Kunugi[3, Theorem 1.3] により与え

られた。今までのことを一般のブロックに対して考える。そうすると, 一般のブロックに対しても



Broué の張り合わせの原理の一般化にあたる, Linckelmann の張り合わせの原理 [5, Theorem 1.2]

と呼ばれる定理が存在する。この詳細を述べるにはさらに用語を用意しなければいけないので控える

が, つまるところ, RGと RNG(P )の (Brauer-friendly加群による)森田型安定同値はそれらの各 p-

局所部分群の間の森田同値を調べればよい, という定理である。本研究では, 主ブロックの場合と同

様に Linckelmann の張り合わせの原理を適用する際に必要になるであろう Brauer-friendly 加群に

対する条件として slash直既約性という Brauer直既約性の一般化を定義し, Brauer-friendly加群に

対する slash直既約性の同値条件を [3, Theorem 1.3]を一般化する形で与える。

2 記号の導入

この節では, Brauer-friendly加群や slash関手の定義やそれらを定義するために必要な用語を定義

する。以下, Gを有限群とする。まず, OG-加群M , H ≤ Gに対してMH により H の元の作用に

より不変なM の元全体を表す。また, トレース写像 TrGH : MH → MG を TrGH(m) :=
∑

t∈G/H

tmに

より定める。以下, NG(H) := NG(H)/H とする。

定義 3 (Brauer construction, Brauer morphism, Brauer関手). P を Gの p-部分群, M を OG-加

群とする。BrP (M) := MP /(
∑

Q<P

TrPQ(M
Q) + J(O)MP ) により kNG(P )-加群である M の P に

よる Brauer constructionを定める。これにより定まる関手 BrP : OGMod → kNG(P )Mod;M 7→
BrP (M)を Brauer関手という。また, 自然な全射 brP : MP → BrP (M)をM の P による Brauer

morphismという。

定義 4 (subpair). bを OGのブロックとする。このとき, (P, bP )が Gの subpairとは, P が Gの

p-部分群で bP が OCG(P )のブロックである対のことをいう。また, (P, bP )が (G, b)-subpairとは,

(P, bP )が subpairでかつ br∆P (b)bP = bP を満たすときをいう。

注意. Gの subpairには Gの作用が自然に入り, また subpairには包含関係が定まる。

定義 5 (ブロックの fusion system). b を G のブロック, (P, bP ) を (G, b)-subpair とする。このと

き、F = F(P,bP )(G, b)を次のような対象と射を持つ圏として定める。この F を (G, b)の (P, bP )に

おける fusion systemという。

・対象：P の部分群.

・射：R,Q ≤ P に対して, HomF (Q,R) := {φ : Q → R | ∃x ∈G, ∀q ∈ Q,φ(q) = xq, x(Q, bQ) ≤
(R, bR)}.

次の vertex subpairと source tripleは vertexと sourceをより精密にした概念である。

定義 6 (vertex subpair, source triple, [1, Definition 2]). M を直既約 OGb-加群とする。

・M の vertex subpairが (P, bP )であるとは, (P, bP )が (G, b)-subpairで, P ≤G vtx(M)で, ある

直既約 OP -加群 V によりM | bOGbP ⊗OP V が成り立つことをいう。

・V がM の vertex subpair (P, bP )に関する sourceであるとは, V がM | bOGbP ⊗OP V の成り

立つ直既約 OP -加群のことをいう。



・(P, bP , V ) がM の source triple であるとは, V がM の vertex subpair (P, bP ) に関する source

であるときをいう。

注意. ・M の source tripleが (P, bP , V )ならば, [1, Lemma 1]の同値より vtx(M) = P , s(M)=V

と取れる。

定理 3 (Green 対応 [1, Lemma 1, Definition 2]). (P, bP ) を (G, b)-subpair とする。M を直既約

OGb-加群としたとき, f b
bP
(M) を bPRes

G
NG(P,bP )(M) の直既約因子で vertex P を持つ唯一の因子

により定める。このとき, f b
bP
は source triple (P, bP , V )をもつ直既約 OGb-加群の同型類全体から

source triple(P, bP , V )をもつ直既約 ONG(P, bP )bP -加群の同型類全体への全単射を与える。

この後定義する Brauer-friendly加群は sourceに F-stable endo-permutation加群をもつの加群

なので, その endo-permutation加群と F-stableを定義する。

定義 7 (endo-permutaion加群). M を RG-加群とする。このとき、M が endo-permutaion RG-加

群であるとは, ある Hi ≤ Gにより EndR(M) ∼=
⊕
i

IndGHi
(RHi)となるときをいう。

注意. Endo-permutation 加群の定義の中に出てきた
⊕
i

IndGHi
(RHi

) は permutation 加群と呼ば

れるものなので, endo-permutation 加群は End を取ったらそれが permutation 加群であるような

加群のことである。

定義 8 (F-stable). bを OGのブロック, (P, bP )を (G, b)-subpair, V を endo-permutation OQ-加

群, F := F(P,bP )(G, b)とする。

・V が F-stable であるとは, 任意の R ≤ Q と任意の ϕg−1 ∈ HomF (R,Q) に対して ResQR(V ) ⊕
Res

gQ
R (gV )が endo-permutation加群であるときをいう。

・(P, bP , V ) が F-stable endo-permutation source triple とは, V が F-stable かつ直既約 endo-

permutation OP -加群で vertex P をもつときをいう。

定義 9 (source tripleに対する compatible). (Pi, bPi
, Vi)を F(Pi,bi)(G, b)-stable endo-permutation

source triple(i = {1, 2})とする。
・(P1, bP1 , V1) と (P2, bP2 , V2) が compatible であるとは, 任意の (G, b)-subpair (Q, bQ) と任意の

ϕi ∈ HomBr(G,b)((Q, bQ), (Pi, bPi
)) に対して Resϕ1

(V1) ⊕ Resϕ2
(V2) が endo-permutation 加群で

あることである。ここで, Br(G, b)はすべての (G, b)-subpairを対象に持ち, 射はブロックの fusion

systemと同じ様に定めた Brauer圏と呼ばれる圏である。

定義 10 (Brauer-friendly加群 [1, Definition 8]). M を OGb-加群, M =
⊕

1≤i≤n

Xi を直既約分解で

各 Xi が直既約 OGb-加群で source triple (Pi, bPi
, Vi)をもつものとする。

・M が Brauer-friendly OGb-加群であるとは, (Pi, bPi
, Vi) が F(Pi,bi)(G, b)-stable endo-

permutation source triple(i = {1, ..., n}) で, (Pi, bPi
, Vi) と (Pj , bPj

, Vj) が compatible(∀i, j ∈
{1, ..., n})であるときをいう。

定義 11 (Brauer-friendly加群に対する compatible). 任意の Brauer-friendly OGb-加群 L,M に対



して, L⊕M が Brauer-friendly OGb-加群となるとき LとM は compatibleであるという。

定義 12 (slash関手 [1, Definition 14]). bを OGのブロック, (P, bP )を (G, b)-subpair, OGbMを

OGbModの部分圏, (P, bP )を (G, b)-subpair, PCG(P ) ≤ H ≤ NG(P, bP ), H := H/P とする。

Sl :OGbM →kHbP
Mod:(additive)関手が以下の条件を満たすとき, Slを (P, bP )-slash関手という。

・任意の L,M ∈OGbMに対して次の図式を可換にするような, ある

fL,M : Br∆P (HomO(bPL, bPM))−̃→Homk(Sl(L), Sl(M))(as k(CG(P )× CG(P ))∆H −mod)

が存在する。

HomO(L,M)
SlL,M //

Br(∆P,bP ) **TTT
TTTT

TTTT
TTTT

⟳

Homk(Sl(L), Sl(M))

Br∆P (HomO(bPL, bPM)))

fL,M

44iiiiiiiiiiiiiiiii

Slash 関手はどんな圏に対しても存在する訳ではなく, 次のような Brauer-friendly 圏に対しては

存在することが知られている。

定義 13 (Brauer-friendly圏 [1, Definition 15]). OGbMを OGbModの部分圏とする。

・OGbM が Brauer-friendly 圏とは, 任意の L,M ∈ OGbM に対して, L と M は compatible な

Brauer-friendly OGb-加群であるときをいう。

例. ある permutation加群の直和因子に同型である加群を p-permutation加群という。OGbPerm

を対象がすべての p-permutation OGb-加群の圏とすると, これは Brauer-friendly圏になっている。

定理 4 ([1, Theorem 18]). b を OG のブロック, OGbM を OGbMod の Brauer-friendly 部分圏,

(P, bP ) を (G, b)-subpair, PCG(P ) ≤ H ≤ NG(P, bP ), H := H/P , CG(P ) := PCG(P )/P とす

る。このとき, 以下のことが成り立つ。

(i) (Gb, P, bP )-slash関手 Sl(Gb,P,eP ):OGbM → kHbP
Modが存在する。

(ii) Sl′(Gb,P,bP ):OGbM → kHbP
Mod を (Gb, P, bP )-slash 関手とすると, ある linear character

χ:H/CG(P ) → k× により関手としての同型 χ∗Sl(Gb,P,bP )
∼= Sl′(Gb,P,bP ) が成り立つ。

例. 上で考えた Brauer-friendly 圏の例である OGbPerm に対しては slash 関手は Brauer 関手 (の

linear character倍)である。

定義 14 (slash 直既約 [2, Definition 5.1]). OGbM を OGbMod の Brauer-friendly 部分

圏, M ∈ OGbM とする。このとき, M が slash 直既約であるとは, 任意の (G, b)-Brauer

pair (Q, bQ) に対する, ある (Gb,Q, bQ)-slash 関手 Sl(Gb,Q,bQ):OGbM → kHbQ
Mod により

Res
NG(Q,bQ)/Q

QCG(Q)/Q (Sl(Gb,Q,bQ)(M))が直既約または 0となることをいう。

注意. ・Slash直既約性の定義は OGbM : Brauer-friendly圏と Sl(Gb,Q,bQ):(Gb,Q, bQ)-slash関手に

は依存しない。



定理 5 ([1, Theorem 23]). b を OG のブロック, (P, bP , V ) を F(P,bP )(G, b)-stable endo-

permutation source triple, OGbM を”big enough”な (つまり, 任意の直既約 Brauer-friendly

OGb-加群で source triple (P, bP , V ) をもつものの有限個の直和が属する)Brauer-friendly 圏,

Sl(Gb,P,bP ):OGbM → kNG(P,bP )bP
Mod を (Gb, P, bP )-slash 関手とする。このとき, source triple

(P, bP , V ) をもつすべての直既約 Brauer-friendly OGb-加群の同型類の集合からすべての直既約射

影 kNG(P, bP )bP -加群の同型類の集合への全単射が Sl(Gb,P,bP ) により与えられる。

この定理を用いて Brauer-friendly加群を次の様に表示する。

定義 15. 定理 5と同じ設定とし, M を直既約 Brauer-friendly OGb-加群で source triple (P, bP , V )

を持ち OGbM に属するものとする。このとき, 定理 5 によりある唯一の単純 kNG(P, bP )bP -加

群 S により Sl(Gb,P,bP )(M) ∼= P (S) となるので, M := B(Gb, (P, bP , V ), Sl(Gb,P,bP ), S) と表す。

また, S = kNG(P,bP ):自明 kNG(P, bP )bP -加群 (つまり, bP は NG(P, bP ) の主ブロック) のとき,

BS(Gb, (P, bP , V ), Sl(Gb,P,bP )) := B(Gb, (P, bP , V ), Sl(Gb,P,bP ), S) と表す。この加群を Brauer-

friendly Scott OG-加群と呼ぶことにする。

注意. ・上記の Brauer-friendly加群の表示は linear char.倍を除き一意である。

・Scott OG-加群 S(G,P ) とは, b が OG の主ブロック, V = OP , (bP が OCG(P ) の主ブロック),

S = kNG(P,bP ) の特別な場合の B(Gb, (P, bP , V ), Sl(Gb,P,bP ), S)のことである。なので, これから示

していく補題は Scott加群に対しても成り立っている。

3 補題

このセクションでは [3]において主定理を示すために必要であった Scott加群と Brauer関手に対

する補題を, Brauer-friendly加群 (や Brauer-friendly Scott加群)と slash関手に対して用意する。

証明は省略しているが証明の本質的なことは, 元の Scott 加群に対する命題の証明は source が自明

な加群であることを用いて示されているが, それを関手的な方法で source が自明な加群でないよう

な Brauer-friendly加群に対しても示していくことである。

補題 1. PCG(P ) ≤ H ≤ G, bを OGのブロック, (P, bP )を (G, b)-subpair, M を Brauer-friendly

OGb-加群, Sl(Gb,P,bP ) を (Gb, P, bP )-slash関手とする。bPRes
G
NH(P,bP )(M) = L⊕L′(Lは Brauer-

friendly ONH(P, bP )-加群, L′ は vertexに P を含まない直既約加群の直和) と出来る ([1, Lemma

10(i)] より)。ONH(P,bP )bPM を Brauer-friendly 圏で L ∈ ONH(P,bP )bPM とする。このとき, あ

る (NH(P, bP )bP , P, bP )-slash 関手 Sl(NH(P,bP )bP ,P,bP ):ONH(P,bP )bPM → kNH(P,bP )bP
Mod によ

り kNH(P, bP )bP -加群としての同型

Res
NG(P,bP )

NH(P,bP )
(Sl(Gb,P,bP )(M)) ∼= Sl(NH(P,bP )bP ,P,bP )(L)

を得る。特に, H = GでM が source triple (P, bP , V )を持つときは f b
bP
を (Gb, (P, bP ), NG(P, bP ))

に関する Green対応とすると, kNG(P, bP )bP -加群としての同型

Sl(Gb,P,bP )(M) ∼= Sl(NG(P,bP )bP ,P,bP )(f
b
bP (M))



が成り立つ。

補題 2. M を直既約 Brauer-friendly OGb-加群で source triple (P, bP , V ) を持つ, M ∈ OGbM

を Brauer-friendly 圏, (Q, bQ) を (G, b)-subpair, Sl(Gb,Q,bQ) : OGbM → kNG(Q,bQ)bQ
Mod を

(Gb,Q, bQ)-slash関手とする。このとき,

Sl(Gb,Q,bQ)(M) ̸= 0 ⇐⇒ Q ≤G P

が成り立つ。

補題 3. (P, bP )を (G, b)-subpair, f b
bP
を (Gb, (P, bP ), NG(P, bP ))に関する Green対応とする。こ

のとき, ある Sl(NG(P,bP )bP ,P,bP ):(NG(P, bP )bP , P, bP )-slash関手により ONG(P, bP )-加群の同型

f b
bP (B(Gb, (P, bP , V ), Sl(Gb,P,bP ), S)) ∼= B(NG(P, bP )bP , (P, bP , V ), Sl(NG(P,bP )bP ,P,bP ), S)

が成り立つ。特に,

f b
bP (BS(Gb, (P, bP , V ), Sl(Gb,P,bP ))) ∼= BS(NG(P, bP )bP , (P, bP , V ), Sl(NG(P,bP )bP ,P,bP ))

が成り立つ。

次の補題は, Scott加群に対する [6, IV, 定理 8.6(ii)]に対応する結果である。

補題 4. PCG(P ) ≤ H ≤ G, (P, bP ) を (G, b)-subpair かつ (H, b′)-subpair とする。ある t ∈
NG(P, bP ) が存在して, OHb′M を (P, bP ,

tV ) に関して”big enough” な Brauer-friendly 圏とする

と, 次が成り立つ。ある (Hb′, P, bP )-slash関手 Sl(Hb′,P,bP ):OHb′M −→ kNH(P,bP )bP
Mod, ある S′

を単純 k[NH(P, bP )bP ]-加群により

B(Hb′, (P, bP ,
tV ), Sl(Hb′,P,bP ), S

′) | ResGH(B(Gb, (P, bP , V ), Sl(Gb,P,bP ), S))

が成り立つ。特に

BS(Hb′, (P, bP ,
tV ), Sl(Hb′,P,bP )) | ResGH(BS(Gb, (P, bP , V ), Sl(Gb,P,bP )))

が成り立つ。

次に [3, Lemma 2.2]の H. Kawaiによる結果の Brauer-friendly Scott加群版を, 元の H. Kawai

による証明と同様の方針で示す (全く同じ様には出来ない)。

補題 5. (P, bP )を (G, b)-subpair, (Q, bQ) ≤G (P, bP ), H := NG(Q, bQ)とする。

もし Rが P ∩G H の極大元かつ Q ≤ Rならば, ∃Sl(HbQ,R,bR),
∃n ∈ G, ∃S′:単純 k[NH(R, bR)bR]-

加群により

B(HbQ, (R, bR,Cap(Res
nP
R (nV ))), Sl(HbQ,R,bR)S

′) | ResGH(B(Gb, (P, bP , V ), Sl(Gb,P,bP ), S))

が成り立つ (ここで, bR は仮定より R ≤ gP なので, (R, bR) ≤ g(P, bP )を満たす唯一のブロックと

する)。



次の補題は, [3, Lemma 2.1]の Thévenazのテキストの exerciseに対応するものである。

補題 6. (P, bP ) を (G, b)-subpair, M := B(Gb, (P, bP , V ), Sl(Gb,P,bP ), S), Q ≤G P ,

H := NG(Q, bQ) とする。[1, Lemma 10(i)] より, bQRes
G
H(M) = L ⊕ L′(L は Brauer-

friendly OHbQ-加群, L′ は各直既約因子の vertexが Qを含まない)と直和分解し, L :=
⊕

1≤i≤n

Li と

直既約分解する。Zi := vtx(Li)とする。

このとき, ∃gi ∈ G(1 ≤ i ≤ n), ∃Si:単純 k[NH(Zi, bZi
)/Zi]bZi

-加群 (1 ≤ i ≤ n)により,

Sl(HbQ,Q,bQ)(Li) ∼=

B(HbQ, (Zi, bZi
,Cap(Res

giP
Zi

(giV ))[Q]), Sl(HbQ,Zi,bZi
), Si)⊕ (

⊕
j

Xi,j)

が成り立つ。ここで Xi,j は,

(Q, bQ) ≤ ∃(vtx(Xi,j), bvtx(Xi,j)) ≤ (Zi, bZi
), ∃s(Xi,j) | ResZi

vtx(Xi,j)
(Cap(Res

giP
Zi

(giV )))[Q],
∃Sl(HbQ,vtx(Xi,j),bvtx(Xi,j)

),
∃Si,j :単純 k[NH(vtx(Xi,j))/vtx(Xi,j)]bvtx(Xi,j)-加群により,

Xi,j = B(HbQ, (vtx(Xi,j), bvtx(Xi,j), s(Xi,j)), Sl(HbQ,vtx(Xi,j),bvtx(Xi,j)
), Si,j)

である。

4 主定理

次が [3, Theorem 1.3]の一般化にあたる Brauer-friendly加群の slash直既約性の同値条件を与え

る主定理である。

定理 6. b を OG のブロック, (P, bP ) を (G, b)-subpair, M := B(Gb, (P, bP , V ), Sl(Gb,P,bP ), S),

F := F(P,bP )(G, b)を saturatedとする。Q ≤ P に対して, HQ := NG(Q, bQ), NQ := NP (Q)と表

す。このとき, 以下は同値である。

(i) M :slash直既約.

(ii) Res
HQ

QCG(Q)

(
B(HQbQ, (NQ, bNQ

,Cap(Res
nP
NQ

(nV ))[Q]), Sl(HQbQ,NQ,bNQ
), SQ)

)
:直既約,

(∀Q ≤ P :fully F-normalized部分群).

これらの条件が成り立てば, ∀Q ≤ P :fully F-normalized部分群に対して

Sl(Gb,Q,bQ)(M) ∼= B(HQbQ, (NQ, bNQ
,Cap(Res

nP
NQ

(nV ))[Q]), Sl(HQbQ,NQ,bNQ
), SQ)

が成り立つ。

注意. ・(ii)の中の B(HQbQ, (NQ, bNQ
,Cap(Res

nP
NQ

(nV ))[Q]), Sl(HQbQ,NQ,bNQ
), SQ)はM と Qに

対して補題 5と補題 6により定まる加群である。

・主定理の証明は, [3, Theorem 1.3]を示すために必要であった Scott加群に対する補題は前の章で

すべて Brauer-friendly加群に対して用意したことと, 群論的な補題は [3]の中で準備されているもの

を subpairにより精密化すればよいので, [3, Theorem 1.3]の証明と同じ手法で示せる。
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