
あるトロピカル曲面のレイディアンス障害について

東京大学大学院 数理科学研究科 数理科学専攻
筒井 勇樹 (Yuki TSUTSUI)

1 はじめに

トロピカル代数幾何は代数幾何の組合せ的類似物を研究する分野である。[MS15]の言葉を借り
ると、トロピカル幾何は代数幾何の「組合せ的な影」だともいえる。多様体や多項式から「組合
せ的な影」であるトロピカル多様体やトロピカル多項式を取り出す手法が「トロピカル化」であ
る。体における加法 x` yや乗法 x ¨ yは「トロピカル化」を行うことでそれぞれmaxtx, yu, x` y

に変換される。表 1は多項式と「トロピカル化」で得られる (max-plus代数上の)トロピカル多項
式との対応表である1。この対応に基づくとトロピカル幾何は標語的には「トロピカル半体T上の
幾何学」とも言える。こういった「組合せ的な影」から元の代数多様体の情報をどれだけ回復で
きるかがトロピカル幾何の主要なテーマの一つである。

係数半体2 K T :“ RYt´8u

乗法群 Kˆ Tˆ “ R
加法 ` max

乗法 ¨ `

零元 0 ´8

乗法単位元 1 0

単項式 axi b` ix

多項式 f “
řn

i“1 aix
i f “ maxi“1,...,ntbi ` ixu

零点 fpxq “ 0となる点
f が狭義凸または

fpxq “ ´8となる点

表 1: 多項式とトロピカル多項式との対応表

トロピカル幾何にはいくつかの流儀が存在するが、得られるトロピカル多様体は基本的には凸
多面体をいくつか貼り合わせたようなものになっており (図 2)、トロピカル多項式はその上の区
分線形な凸関数を与える。そのためトロピカル幾何はトーリック幾何と非常に相性がよい3。
しかしトーリック幾何とは異なり一つ多様体から得られるトロピカル多様体は「トロピカル化」

の仕方によって大きく変化する。全く異なる多様体から同じトロピカル多様体が得られることも
ままある。そのためどのトロピカル多様体がトロピカル化する前の多様体の「よい類似」になっ
ているのかについても注意する必要がでてくる。
一方でトロピカル多様体やトロピカル多項式はただの「組合せ的な影」ではなくれっきとした

幾何学的な対象物である。そのため「トロピカル化」を介さなくても直接的に代数幾何学の類似
を考察することができる。この立場でトロピカル幾何を展開した場合は「トロピカル化」によっ
て生じる不確定性を気にすることなく、何がトロピカル幾何において重要な不変量であるかや、
他分野との対応関係などについて考察しやすい仕組みができると期待できる4。
本稿では基本的に後者の立場から [GS06]や [KS06]などで扱われている特異点つきアファイ

ン多様体に関するトロピカル幾何、とくに特異点付きトロピカルアファイン曲面と複素曲面と
の類似について紹介する。この類似を見る上でアファイン多様体のレイディアンス障害 [GH84]
が中心的な役割を果たす。そのほかの流儀のトロピカル幾何について知りたい場合は、例えば
[BIMS15, JL17, MS15]やそれらで引用されている文献を参照せよ。なお本稿では中心的な役割を
果たすわけではないが、代数幾何との類似を説明する際には表 1の類似を念頭に入れて説明して
いく。トロピカル代数に関する基本的な話は [BIMS15, §1]や [MS15, Chapter 1]などを参照せよ。

1なお流儀によってmin-plus代数を用いることも多く、少数だが超体 (hyperfield)[Vir10]を用いた流儀も存在する。
2ここでの半体とは体の定義から加法の逆元の公理を除いて零元の公理を代わりに加えたものとする。
3トロピカルトーリック多様体については [梶原 07]や [MS15, §6.2]などを参照せよ。
4ただし、トロピカル幾何には「加法の逆元」がないため代数的な性質があまりよくなくそれを補う新たな枠組みや

考え方が必要となる。例えばトロピカル幾何における「線形代数」は非常に複雑である。



2 特異点つきトロピカルアファイン多様体

ここでは複素曲面と特異点つきトロピカルアファイン多様体との類似を考察するために必要な
定義について説明する。(今後、複素曲面とどの様な対応関係を与えるかについて先に知りたい
場合は複素クンマー曲面とトロピカルクンマー曲面との対応を表 3に載せているので適宜参照せ
よ。) 基本的にトロピカル多様体5は凸多面体を適当に張り合わせたものとなるが、円周 S1のよ
うに多様体として表現されるトロピカル多様体はトロピカルアファイン多様体と呼ばれる。

定義 2.1. トロピカルアファイン多様体 (tropical affine manifold) (resp. アファイン多様体 (affine
manifold), 整アファイン多様体 (integral affine manifold))とは実 n次元多様体 B0と各座標変換
が局所的にアファイン変換 ψj ˝ ψ´1

i P GLnpZq ˙ Rn (resp. ψj ˝ ψ´1
i P GLnpRq ˙ Rn, ψj ˝ ψ´1

i P

GLnpZq ˙ Zn)となる極大な座標近傍系 U “ tpUi, ψi : Ui Ñ Zn bZ RquiPI との組である。
6

例 2.2. (1) Rnには標準的なトロピカルアファイン多様体の構造が入る。
(2) Rnを (1)と同じとし、Λ Ă Rn を Rnの加法に関する階数 nの自由アーベル部分群とすると、
Rn{Λには Rnより誘導されるトロピカルアファイン多様体としての構造が入る。これを トロピ
カルトーラスと呼び、複素トーラスのトロピカル幾何的な類似物である [MZ08]。

アファイン多様体は多様体とその接束上の捻じれのない平坦な接続∇の組としても表現される
(e.g. [志磨 01, 定義 1.2.3])。アファイン多様体 pB0,Uq上の (擬)リーマン計量 gが、各アファイ
ン座標近傍 pU,ψ : U Ñ Rn; p ÞÑ px1ppq, . . . , xnppqqq P U に対してある関数K : U Ñ Rが存在し
g|U “

ř

i,j
B2K

BxiBxj dx
i b dxjと表されるとき、gをヘッセ計量と呼びその組 pB0,U , gqをヘッセ多様

体 (Hessian manifold)またはアファインケーラー多様体 (Affine Kähler manifold)と呼ぶ。B0上
のヘッセ計量はB0から誘導されたアファイン構造を持つ普遍被覆空間 B̃0上のある条件を満たす
関数K : B̃0 Ñ Rからも定義される。ヘッセ多様体は統計多様体 (e.g. [黒瀬 04])の一種7 である。
以降、簡単のためアファイン多様体 pB0,Uqは単にB0と書く。各座標変換がアファイン変換で

表されるという条件は非常に強い条件である。例えば連結かつコンパクトな二次元アファイン多
様体の位相型はトーラスとクラインの壺しか存在しない [Mil58]。また、コンパクトアファイン多
様体B0の位相的オイラー数 χtoppB0qは常に 0であると予想されている (Chern’s conjecture)。
そのためトロピカル幾何では次の特異点を許したアファイン多様体も扱う。

定義 2.3. n次元特異点つきトロピカルアファイン多様体 (tropical affine manifold with singular-
ities)Bとはトロピカルアファイン多様体の開埋め込み ι : B0 ãÑ Bをもつ位相多様体であり補集
合BzB0が余次元 2の局所閉部分多様体の有限和となるものである。

以降本稿でアファイン変換の線形変換成分は特に断らない限り皆整数係数行列とする。トロピ
カルアファイン多様体B0の各座標近傍 ψipUiq Ă Rnには volpRn{Znq “ 1を誘導する Rn上のル
ベーグ測度による体積が定義され、アファイン同型変換において不変である。さらに B0が整ア
ファイン多様体のとき、座標近傍系 U によって B0上の格子点が定義される。そのため整アファ
イン多様体B0は格子多面体の類似物だと思える。B0pZqをB0上の格子点全体の集合とする。
一方で定義 2.3には特異点集合BzB0近傍の構造に制約がほとんどないため、次の条件を課す。

今回は簡単のためBが二次元の場合のみの仮定で考える。

条件 2.4. 任意の特異点 v P BzB0に対して vを頂点とした (有限)三角形分割可能な近傍が存在
し、各三角形が R2内の三角形とアファイン同型である。

5抽象的なトロピカル多様体の定義は例えば [BIMS15, §7]にある。
6トロピカルアファイン多様体の方を整アファイン多様体と呼ぶ場合も多い。本稿ではGrossの最近の呼称 (e.g.[Gro11])

に従ったが、こちらでは min-plus代数を採用している。
7統計多様体は Codazzi多様体 (e.g. [志磨 01, §2.5])とも呼ばれたり別の意味を指す場合 (e.g. [藤原 15, §5.4])が

あるが、どれが一般的な呼称かは筆者はよく知らない。



例 2.5. B0をR2とし標準的なトロピカルアファイン構造を入れる。BをR2の一点コンパクト化
とし ι : B0 ãÑ Bを標準的な開埋め込みとする。このときBは条件 2.4を満たさない。

以降条件 2.4を満たす特異点つきトロピカルアファイン曲面を TASSと呼ぶ。Bを TASSとす
ると面積 volpBqが同様に定義され、B0が整アファイン多様体ならば格子点集合 BpZqも定義さ
れる。特にコンパクトなTASSは、条件 2.4による特異点の近傍の面積は有限となるため volpBq

は有限となる。以下に TASSの例を三つ挙げるがそれらの関係については 4節で議論する。

例 2.6. (1) T :“ R2{Λを二次元トロピカルトーラスとする。すると、T 上の写像 ´1T : T Ñ

T ;x ÞÑ ´xによる商B “ KmpT q :“ T { ´ 1T は球面 S2 » CP 1と同相であり、TASSの構造が T

から誘導される。これをトロピカルクンマー曲面と呼ぶ (図 1)。薄い灰色部分が T の基本領域で
あり、濃い灰色部分がKmpT qの基本領域である。特異点集合BzB0は´1T の固定点集合の 4点
である (図 1の白丸)。なおこの構成は [FRSS18, §5.7]でも考えられている。[RSS14]ではトロピ
カル化によって本稿とは異なるトロピカルクンマー曲面を定義している。
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図 1: トロピカルクンマー面B “ KmpT qとB0の座標近傍系 tpUi, ψi : Ui Ñ R2qui“1,...,6

(2) 結晶群 (crystallographic group) Gとは、Opnq ˙ Rnの離散部分群で群作用による商Rn{Gが
コンパクトなものである。n “ 2のとき Gを壁紙群 (wallpaper group)と呼び、実アファイン変
換で共役な同値類は 17種類存在する (例えば [河野 15]を見よ)。このとき R2{Gには平坦軌道体
(flat orbifold)の構造が入り、特に底空間 R2{Gには (境界も許した)TASSの構造が入る。得られ
た TASSは代数曲面の類似物であり、表 2のような対応が存在する8。表 2の TP 1はトロピカル

二次元平坦軌道体 トロピカル —
T (2次元トーラス) アーベル曲面
K (クラインの壺) 超楕円曲面

S2p2, 2, 2, 2q “ T { ´ 1T “ KmpT q クンマー曲面
S2p3, 3, 3q, S2p2, 4, 4q, S2p2, 3, 6q クンマー型 K3 曲面

RP 2p2, 2q (実射影平面) エンリケス曲面

r0, 1s ˆ S1 (円筒=「閉区間×円周」) TP 1 ˆ S1

pS1q2{S2 (メビウスの帯) TP 1-束
D2pa, b, c; p, q, rq (閉円盤と同相) 有理曲面

表 2: 平坦軌道体とトロピカル曲面の対応 (表の下半分は底空間が境界つき多様体の場合)

射影直線のトロピカルモーメント写像 [梶原 07, 3.4 定義]による像のことで、閉区間と一致する。
8この対応は、平坦トーラスと主偏極トロピカルトーラスとの対応を基に与えるので正確には「偏極つき」である。



(3) pn ` 1q-変数トロピカルローラン多項式 fn P Trx˘
0 , . . . , x

˘
n s の零点集合、つまり fnが微分不

可能な点の集合 VTpfnqpĂ Rn`1 “ pTˆqn`1qはトロピカル超曲面9と呼ばれ n次元の凸多面体の
集まりとなる。fn “ maxtx0, . . . , xn,´px0 ` ¨ ¨ ¨ ` xnq, 1u としたとき、VTpf1qには三つの無限長
の辺と三つの有限長の辺があり、VTpf2qには四つの有界な面 (図 2の濃いグレーの部分)と六つの
無限に延びる面 (図 2の薄いグレーの部分)が存在する。VTpfnqの有界な (n次元)面の和集合は
n` 1次元単体の境界 B∆n`1p» Snqと同相である。
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y

O 1 2 3
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3

図 2: トロピカル曲線 VTpf1qとトロピカル曲面 VTpf2q

VTpf1qは三つの無限長辺に無限遠点を付け加えることでコンパクト化VTpf1qすることができる。
一方で VTpf1qは一次元トロピカルトーラスの頂点と無限長の辺 r0,`8sの原点 0とを適切に張り
合わせることを三回行うことでも得られる。この操作やこの逆の操作をトロピカル改変 (tropical
modification)と呼ぶ。[Yam18]では、[GS06]の理論を基にこのトロピカル改変に相当する操作を
n “ 2の場合で局所的に行うことで有界な面の和集合に対してTASS(トロピカルK3超曲面)を構
成した。この場合特異点集合 BzB0は 6点集合であり、VTpf2qの有界な辺上に存在する (図 2の
黒丸)。また、この構成と強い関係があるものとして [KS06, 4.2.5]を挙げておく。

3 レイディアンス障害と格子

この節では、特異点つきアファイン多様体の重要な不変量であるレイディアンス障害とその基
本的な性質について説明する。簡単のため、この節では BをB0の座標近傍系 U “ tpUi, ψiquの
各座標変換が皆ψi ˝ψ´1

j P SL2pZq ˙R2となるTASSとする。このときB0の基本群のホロノミー
表現を ρ̃B0 : π1pB0q Ñ SL2pZq ˙ R2とおく。TB0 を座標系 U から得られる次の自明化に対応する
B0上の局所定数層とし、TZ,B0 を整数ベクトルのなす TB0 の部分層とする。

θi : TUi Ñ Ui ˆ R2; px, vq ÞÑ px, dψi,xpvqq (1)

TZ,B0にはホロノミー表現 ρ̃B0と整合的なモノドロミー表現 ρB0 : π1pB0q Ñ SL2pZqが対応する。
ZB0をZ-定数層、RB0をR-定数層とし、T _

Z,B0
:“ HomZB0

pTZ,B0 ,ZB0q, T _
B0

:“ HomRB0
pTB0 ,RB0q

をそれぞれ TZ,B0 と TB0 の双対層とする。
Uv を特異点 v P BzB0 の開近傍とし、Av P SL2pZqを Uvzv 周りのモノドロミー行列とする。

SL2pZq “ Sp2pZqであるためAvと pAT
v q´1は SL2pZqの中で共役となる。そのため TZ,B0 と T _

Z,B0

に付随するモノドロミー表現も共役となるため、TZ,B0 と T _
Z,B0

は同型である。

条件 2.4よりTASSの各特異点近傍にはモノドロミー表現 ρv : Z Ñ ČSL2pZq “
@

u, v|u3 “ v2
D

と
整数値 ilocpvq P 1

12Zが定義され、Bが向き付け可能なコンパクトTASSのとき、ガウス=ボンネ型
9トロピカル超曲面についての基本事項は [MS15, Chapter 3,6]や [BIMS15, §5]を参照せよ。



の定理
ř

vPBzB0
ilocpvq “ χtoppBqが成立する [KS06, Theorem 2]。一般に、(コンパクトな)トロ

ピカル多様体のベッチ数 bi “ dimH ipB,Rqは、複素多様体X のホッジ数 h0,i “ dimH ipX,OXq

の類似物と考えられている (e.g. [BIMS15, §7.7])。

例 3.1. (i) I2を 2次の単位行列とすると、トロピカルクンマー曲面 (図 1)の各特異点 v(白丸)の
周りのモノドロミー行列は AI˚

0
:“ ´I2となり、12ilocpvq “ 6となる。このような特異点を I˚

0 型
特異点と呼ぶ。

(ii) 図 2 右の曲面上の各特異点 v (黒丸) の周りのモノドロミー行列は
ˆ

1 4
0 1

˙

と共役であり、

12ilocpvq “ 4である。一般にモノドロミー行列がAIn :“
ˆ

1 n
0 1

˙

(n ě 1)と共役かつ 12ilocpvq “ n

となる特異点 vを In型もしくは focus-focus型特異点と呼び [GS06]や [Yam18]で得られるTASS
はこの特異点型のみを持つ。focus-focus型特異点は (i)の場合と異なり各特異点が乗る辺の方向
に少し動かしてもホロノミー表現は変化しない。このようにホロノミー表現を変えない特異点つ
きアファイン多様体の変形操作を"moving worms" [KS06, 3.3]と呼ぶ。

以降BをコンパクトなTASSとする。RBをB上の定数層、AffB0
をB0上の局所アファインな

関数の層とし、AffZ,B0
を傾きが整数値の局所アファイン関数の層とする。TASSは Fixed Points

Properties [KS06, 3.1]を満たすため、開埋め込み ι : B0 Ñ Bに対し、次の層の完全列が得られる。

0 Ñ RB Ñ ι˚AffZ,B0
Ñ ι˚T _

Z,B0
Ñ 0 (2)

(2)は複素多様体の指数層系列の類似であり、層の射 ι˚AffZ,B0
Ñ ι˚T _

B0
は代数閉体 k上の非特異

射影多様体で定義される層の射 d log : Oˆ
X Ñ ΩX ; f ÞÑ f´1df の類似物である (e.g. [Har77, III

Ex 7.4, Appendix B 5])。この短完全列に関する拡大類 cB はH1pB, ι˚TB0qの元を与えるが、こ
れをBのレイディアンス障害 (radiance obstruction)と呼ぶ [GH84, GS06]。
拡大類の性質から連結写像はレイディアンス障害のカップ積で表される (e.g. [Ive86, I.8.8])。

δ : H1pB, ι˚T _
Z,B0

q Ñ H2pB,Rq; d ÞÑ cB Y d (3)

よって次の列が与えられる。

H1pB,Rq Ñ H1pB, ι˚AffZ,B0
q

c1
ÝÑ H1pB, ι˚T _

Z,B0
q

δ
ÝÑ H2pB,Rq (4)

これは指数層完全列より得られる次の列の類似物である。

H1pX,OXq Ñ H1pX,Oˆ
Xq

c1
ÝÑ H2pX,Zq Ñ H2pX,OXq (5)

これより Impc1q :“ Impc1 : H
1pB, ι˚AffZ,B0

q Ñ H1pB, ι˚T _
Z,B0

qqは複素曲面のネロン=セベリ群の
類似だと考えられる。H1pB, ι˚TZ,B0qfree :“ H1pB, TZ,B0q{ torsion とするとH1pB, ι˚TZ,B0qfreeは
有限階数の自由Z-加群となる。さらにBが向き付けられているなら、H1pB, ι˚TZ,B0qにはT b2

Z,B0
Ñ

Ź2
i“1 TZ,B0 » ZB0 から誘導されるカップ積Yが存在する10。

Y : H1pB, ι˚TZ,B0qfree ˆH1pB, ι˚TZ,B0qfree Ñ Z; pC,Dq ÞÑ C YD (6)

このカップ積は自己交点数DYDがすべて偶数となる非退化対称形式となる。つまりH1pB, ι˚TZ,B0qfree

は偶格子である。次の命題も同様に基本的である。

命題 3.2. (i) Bが向き付けられたコンパクトな TASSならば、cB Y cB “ 2 volpBq。
(ii) 特に Bが格子三角形による三角形分割をもつ11向き付けられたコンパクトなTASSならば、

7pBpZqq “
cB Y cB

2
` χtoppBq “ volpBq ` χtoppBq (7)

ここで 7pBpZqqとは、BpZqの点の個数である。
10一般のコンパクト TASSの場合にも同様にカップ積を与えることができる。
11この条件は cB P H1pB, ι˚TZ,B0qの場合に弱めることができると思われる。



Bをトロピカルクンマー曲面とすると式 (7)は 7pBpZqq “ cBYcB
2 `2となるため、(ii)は複素K3

曲面の豊富な直線束Lに関するリーマン=ロッホの定理 χpX,Lq “ χpX,KX bLq “
ş

X
c1pLq2

2 ` 2

のトロピカル類似である。(この類似については後でもう一度説明する。) また式 (7)の左辺と右
辺に注目すればこの命題は閉曲面におけるピックの公式だと解釈することもできる。よく知られ
ているように、凸多角形のピックの公式は射影トーリック曲面におけるリーマン=ロッホの定理
と対応する。とくにトーリックファノ多様体の豊富なトーラス不変な因子から得られるトロピカ
ルK3超曲面 ([Yam18])の場合は通常のリーマン=ロッホの定理より示すことができる。なのでこ
れより一般のトロピカル多様体においてもリーマン=ロッホの定理12やエルハート多項式の理論
の類似が存在すると期待できる。

例 3.3 (TASSの対称積). 高次元の特異点付きトロピカルアファイン多様体の点の数え上げの例
として次を挙げる。Bを球面と同相かつ格子三角形分割を持つ TASSとする。Snを n次の対称
群としBrns :“ Bn{Sn をBの n次対称積とする。このとき得られる特異点つきトロピカルアファ
イン多様体は複素射影空間CPnと同相となる。これはK3曲面の n点のヒルベルトスキームとし
て得られる超ケーラー多様体の類似である。重複組合せの総数を考えることで次の式が得られる。

7pBrnspZqq “

ˆ

7pBpZqq ` n´ 1

n

˙

“

ˆ cBYcB
2 ` n` 1

n

˙

(8)

4 トロピカルK3曲面とトロピカルクンマー曲面

4.1 トロピカルK3曲面

この節ではトロピカル K3曲面とクンマー曲面について考察する。まず複素 K3曲面について
[金銅 15]などを参考に復習する。複素K3曲面Xとは標準束KX が自明かつ dimH1pX,OXq “ 0

である 2次元コンパクト非特異複素曲面である。H2pX,Zqは自然な格子構造をもち階数 22のユ
ニモジュラー格子 U‘3 ‘ E8p´1q‘2と同型となる。ここで U とはカルタン行列が

ˆ

0 1
1 0

˙

と同型

な格子でありE8p´1qとはE8型ディンキン図形に対応するカルタン行列を持つ階数 8の負定値格
子である。ωX をX 上で至るところ 0とならない正則 2-形式とすると、ωX はリーマン条件

xRepωXq,RepωXqy “ xImpωXq, ImpωXqy ą 0, xRepωXq, ImpωXqy “ 0 (9)

を満たしている。レフシェッツの定理より PicpXq » NSpXq “
␣

x P H2pX,Zq
ˇ

ˇxωX , xy “ 0
(

とな
る。代数的複素K3曲面のネロン=セベリ群 NSpXqは正の固有値を 1つもつH2pX,Zqの部分格
子となり、その直交補格子である超越格子は正の固有値を 2つもつ。なお複素代数曲面の超越格
子は双有理不変量である。これらをトロピカルK3曲面の場合と比較する。

定義 4.1. トロピカルK3曲面 (tropical K3 surface)Bとは球面S2と同相かつ、各特異点 v P BzB0

に対して ilocpvq ě 0であるような TASSである。

この定義は [OO18, §4.3] における定義とは少し異なる。B をトロピカル K3 曲面とすると
7pBzB0q ě 3 である。7pBzB0q “ 3 となる例は表 2 にある。[KS06] では 24 点の I1 型特異点
を持つトロピカル K3曲面を中心的に扱っており、このとき H1pB, ι˚TZ,B0qは階数 20のユニモ
ジュラー格子U‘2‘E8p´1q‘2と同型となる。H1pB,Rq “ 0なので式 (2)よりH1pB, ι˚AffZ,B0

q »

Impc1q “ tx P H1pB, ι˚T _
Z,B0

q|cB Y x “ 0uとなる。cB Y cB ą 0はリーマン条件の類似物である。
トロピカルクンマー曲面は二次元トロピカルトーラスの有限群の商として定義した。これと格

子の一般論を用いることで次が示される。

12現在一般的な因子に関するトロピカル多様体におけるリーマン=ロッホの定理が証明されているのは曲線の場合の
みであるが、トロピカルアーベル多様体に関してはリーマン=ロッホ不等式が [Sum18]で示されている。



定理 4.2. 2次元トロピカルトーラスT とそのトロピカルクンマー曲面KmpT qに対して自然な群同
型射 q˚ : H1pT, TZ,T q

„
ÝÑ H1pKmpT q, ι˚TZ,KmpT q0qが存在し、カップ積に関して q˚pDq Y q˚pDq “

2D YD, pq˚ bZ RqpcT q “ 2cKmpT qを満たす。

これは複素トーラスとクンマー曲面に関する古典的な結果の類似であり、証明も古典的な場合
の証明とほぼ同様に行うことができる。以上のことを纏めると以下のような表となる。

複素クンマー曲面 トロピカルクンマー曲面

二次元トーラス TC “ C2{pZ2`Λq » pCˆq2{qΛ13 T “ R2{Λ “ pTˆq2{Λ

標準束の自明性 ^2
i“1Ω

1
KmpTCq

» OKmpTCq ι˚p^2
i“1T _

KmpT q0
q » RKmpT q

hipKmpTCq,OKmpTCqq hipKmpT q,RKmpT qq

零とならない正則関数 Oˆ
KmpTCq

ι˚AffZ,KmpT q0

周期 ω (正則 2形式) cKmpT q (レイディアンス障害)14

ネロン=セベリ群 NSpKmpTCqq “ txω, dy “ 0u Im c1 “ tcKmpT q Y d “ 0u

リーマン=ロッホの定理 dimΓpX̌, Lq “
ş

X̌
c1pLq2

2 ` 2 7pKmpT qpZqq “
cKmpT qYcKmpT q

2 ` 2

q˚pH2pTC,Zqq » Up2q‘3 q˚pH1pT, TZ,T qq » Up2q‘2

超越格子 q˚pNSpTCqKq » NSpKmpTCqqK q˚ppIm c1,T qKq “ pIm c1,KmpT qq
K

表 3: 複素クンマー曲面KmpTCqとトロピカルクンマー曲面KmpT qの比較

例 4.3. 例 2.6(2)で述べたように主偏極二次元トロピカルトーラスは平坦二次元トーラスと一対
一対応する [JL17, Proposition 10.19]。これより主偏極二次元トロピカルトーラス T から得られ
るトロピカルクンマー曲面 KmpT qも特異点を 4つ持つ球面と同相な平坦軌道体と一対一対応す
る。主偏極を与える因子類の自己交点数は 2である。このとき因子の原始的埋め込み x2y ãÑ U‘2

が同型を除き一意に定まる。(xnyは生成元の自己交点数が nとなる階数 1の格子である。)その
ため主偏極二次元トロピカルトーラスが十分に一般的なら直交補格子は Impc1,T qK » U ‘ x´2yで
ある。よって付随するKmpT qにおいては Impc1,KmpT qq

K » Up2q ‘ x´4yとなる。

4.2 トロピカルクンマー曲面の第二の構成法

ここではトロピカルK3超曲面からトロピカルクンマー曲面を構成する方法について説明する。
前述のとおり例 2.6(3)の手法にしたがってトロピカルK3曲面を得た場合、各特異点は高々focus-
focus型となるが、TASSの有限群の商で得られるトロピカルK3曲面には必ず focus-focus型では
ない特異点が現れる。特に [RSS14]で扱われているクンマー曲面のトロピカル化から例 2.6(3)の
手法を用いて得られるトロピカルK3曲面は筆者の定義でのトロピカルクンマー曲面にはならな
い。そのため両者の差をどのように埋めるのかという問題が出てくる。これはトロピカル多様体
が元の代数多様体のよい類似であるかという問いと強く関係している。
一方でトロピカルクンマー曲面は高 f々ocus-focus型の特異点をもつトロピカルK3曲面の "mov-

ing worms" による特異点の合流として得られる。トロピカルクンマー曲面の特異点は皆 I˚
0 型の

特異点 (図 3左の白丸)であるがこれは 3つの I2型特異点 (図 3左の黒丸)を図の半直線に沿って
動かし、中心で合流させることで得られる。この半直線は各 I2型特異点のホロノミー不変の方向
の一部を表している。さらに各 I2型特異点は同様に二つの I1型特異点を合流させることで得ら
れる。その他の例は [AET19, Table 8.2]を利用することで同様に得られる。レイディアンス障害
cBはホロノミー表現にのみ依存するため、"moving worms"では不変である。BをトロピカルK3
曲面とし、B1をBの"moving worms"による合流で得られたトロピカルK3曲面とすれば、写像

13最後の表示は複素トーラスの乗法的表示であり、例えば [Oda88, §4.3]に簡易的な説明がある。
14一方でレイディアンス障害にはケーラー類の類似という側面も持っている。



図 3: 特異点の合流 (左),トロピカルK3超曲面の変形 (中央),種数 2のトロピカル曲線 (右)

f : H1pB1, ι˚TZ,B1
0
q Ñ H1pB, ι˚TZ,B0qが誘導され fpcB1q “ cB となる。これを用いることで次の

ようにトロピカルK3超曲面からトロピカルクンマー曲面を得ることができる。

例 4.4. P を立方体 r´1, 1s3pĂ R3q とし P_ を P の極双対とする。この時、P_ は p˘1, 0, 0q,
p0,˘1, 0q, p0, 0,˘1qを頂点とした正八面体となる。XP を反射的凸多面体 P に付随するトーリッ
クファノ多様体とするとXP » pP1q3となる。このとき対応する反標準因子´KXP

は非常に豊富
である。Y を´KXP

の非常に一般的な切断より得られる超平面とすると Y は K3曲面となる。こ
こで f “ maxpi,j,kqPP_XZ3tcijk ` ix` jy ` kzuを P_の内点を中心としたユニモジュラな三角形
分割を与えるトロピカルローラン多項式とする。VTpfqを対応するトロピカル K3超曲面とする
と、VTpfqの有界な面全体の集合は直方体の境界となる。さらに cijk が皆整数値であると仮定す
ると対応するトーラス不変因子 cf P CDivTN

pXP qは豊富であり cf に対応する格子多面体 Pf の
境界は、VTpfqの有界な面全体の集合と同一視できる。Bを例 2.6(3)の手法より VTpfqから得ら
れるTASSとし、 cB をレイディアンス障害とする。Bは 12個の I2型特異点を持つ (図 3中央の
黒丸)。このとき格子 PicambpY q :“ ImpPicpXP q Ñ PicpY qqは、格子H1pB, ι˚TZ,B0qに埋め込ま

れ cf の像は cB となる [Yam18]。Y が´KXP
と線形同値であることより PicambpY q »

¨

˝

0 2 2
2 0 2
2 2 0

˛

‚

» Up2q‘x´4yとなる。とくに c2f “ 2 volpBPf q “ 2 volpBqとなる。ここで volpBPf qとはPfの境界
部分の相対的な面積である。さらに h2,0pY q ą h2,0pXP qなので [Mŏı67]よりPicambpY q » PicpY q

であることもわかる。ここでBの特異点を直方体の 4つの頂点 (図 3中央の白丸)に向かって辺に
沿って"moving worms"を行うことでトロピカルクンマー曲面が得られる。得られたトロピカルク
ンマー曲面は図 3右のような形の種数 2のトロピカル曲線のヤコビ多様体の商として得られるも
のと対応する。この距離グラフの各辺の長さは直方体の各辺の長さに比例する。またこの対応と
例 4.3を合わせることで PicambpY qは十分に一般的な主偏極トロピカルヤコビ多様体から得られ
るトロピカルクンマー曲面の超越格子 pIm c1qKと格子として同一視できる。なおこの対応は K3
曲面に関するDolgachevのミラー対称性の一例 [Dol96, Example 9.2]を参考にして構成した。

問 4.5. 種数 2のトロピカル曲線のヤコビ多様体から得られるトロピカルクンマー曲面の族と
[RSS14]で与えられているクンマー曲面のトロピカル化の族はここまで用いてきた変形操作もし
くはそれに準ずる操作で同様に一対一対応をつけられるか?

5 ミラー対称性との関係

最後に補足として特異点つきトロピカルアファイン多様体がミラー対称性においてどのような
場面で現れるのかについてみることで他分野とどのように関係するのかを説明する。この章は主
に [ABC`09, Chapter 6,7]と [OO18, §4.3]などを参考にした。ここでは簡単のためトロピカルア
ファイン多様体とするが多くがTASSにおいて正当化できる。B0をトロピカルアファイン多様体



とすると、接束を TZ,B0によって各接ベクトル空間毎に商をとることでRn{Zn束 f : XpB0q Ñ B0

が得られ、余接束を T _
Z,B0

によって同様に商をとることで双対束 f̌ : X̌pB0q Ñ B0が定義される。
X̌pB0qは自然なシンプレクティック構造を持ち、XpB0qにはアファイン座標近傍系を用いること
で平坦な複素構造が入る。さらにB0にリーマン計量であるヘッセ計量を与えるポテンシャル関数
K が存在するとき、XpB0q,X̌pB0qには自然なケーラー計量が与えられる15。さらにポテンシャル
関数K を基にしたルジャンドル変換 (e.g. [志磨 01, §2.3], [ABC`09, 6.1.2])を行うことで双対な
アファイン多様体 B̌0とポテンシャル関数 Ǩが定義される。このときケーラー多様体としての同
型XpB0,Kq » X̌pB̌0, Ǩqが存在する。ペア pXpB0,Kq, XpB̌0, Ǩqqを [ABC`09, Definition 6.17]
では SYZ双対と呼んでいる。SYZミラー対称性とは非常におおざっぱに言えばカラビ=ヤウ多様
体のミラー多様体が (特異点つき)特殊ラグランジュトーラスファイブレーションの双対として得
られるというものである。Xの特殊ラグランジュ部分多様体 Lとは、ラグランジュ部分多様体か
つ体積形式 ΩX に対して ImΩX |L “ 0となるものである。B̌0はB0のミラー多様体だと言える。
gをKから得られるヘッセ計量だとすると、この計量の類 rgs P H1pB0,AffB0

qが定義され、層完
全列 (2)より誘導されるH1pB0, T _

B0
qの元 c1prgsq は B̌0のレイディアンス障害 cB̌0

と一致する。
D P H1pB0,AffZ,B0

qがリーマン計量であるヘッセ計量の類として与えられているときDを正
の因子類と呼ぶ。これは複素幾何における正の因子の類似物であり、小平の埋め込み定理より正
の因子は豊富な因子と対応する。この対応を基に式 (7)を見るとこの式はミラートロピカルアファ
イン多様体 B̌0の正の因子に関するリーマン=ロッホの定理だと考えられる。引き続き式 (7)につ
いて考察する。B0を整アファイン多様体とすると格子点集合B0pZq が定義される。この格子構造
と接ベクトル空間の格子構造を局所的に同一視することで自然な切断 s : B0 Ñ XpB0qが定義さ
れる。s0 : B0 Ñ XpB0qを零切断とすると fpsX s0qはB0pZq と同一視される。またアーノルド=
リュービルの定理によってトロピカルアファイン多様体がラグランジュトーラス束から得られて
いる場合には、B0pZqはボーア=ゾンマーフェルト点の集合だと思える。このように見ると式 (7)
の左辺はシンプレクティック幾何的な対象であり、右辺は複素幾何的な対象であると考えられる。
fI : X Ñ CP 1 “: Bを切断をもつ楕円K3曲面16とする。複素K3曲面はハイパーケーラー多様

体であるため、IJK “ ´1, IJ “ K,JK “ I,KI “ J となる三つの複素構造 I, J,K をもつ。超
ケーラー回転をすることで複素構造Kに対して fI が特殊ラグランジュトーラスファイブレーショ
ンとなるようにとれる。これをもとにCP 1には特異点つきアファイン多様体の構造が誘導される。
Bの特異点集合BzB0はファイバーが特異となる点の集合である。各特異ファイバーのオイラー数
は 12ilocpvqと一致する17。小平による特異ファイバーの分類表は例えば [金銅 15, p.56]や [DK19,
Table 1]などを参照せよ。TASSの各特異点の型の名称はこの特異ファイバーの分類に由来する。楕
円K3曲面には多重な特異ファイバーがないため、ルレイのスペクトル系列よりR1fIZX » ι˚T _

Z,B0

となる。とくにH1pB, ι˚T _
Z,B0

qはE8p´1q2 ‘U2の部分格子である。一般にはH1pB, ι˚T _
Z,B0

qは
fI に関する trivial lattice TrivpfIqの直交補格子であり、H2pB, ι˚T _

Z,B0
qはモーデル=ヴェイユ群

の捻じれ部分の双対となる (e.g. [DK19])。楕円K3曲面で現れる pTrivpfIq,MWtorpfIqqの組合せ
は [Shi00]において調べられている。この様に考えると今までのトロピカルK3曲面の例は皆ある楕
円K3曲面の底集合として得られるものとなっている。特にトロピカルクンマー曲面は二つの楕円
曲線E,F の直積の第一射影 π : EˆF Ñ Eより誘導される楕円K3曲面 π1 : KmpEˆF q Ñ CP 1

の底集合としても得られる。

15このポテンシャル関数のトーリック多様体版に相当するものは [Gui94] で研究されており、[志磨 01, p.31] や
[藤原 15, §5.4]においてその典型例がヘッセ幾何的な観点で扱われている。

16楕円曲面とは曲面 X から曲線 C への固有かつ全射な正則写像 π : X Ñ C で各ファイバーが有限点を除いて楕円
曲線となるものである。

17そのため TASSに対するガウス=ボンネ型の定理からわかるように底集合に対してトロピカル K3曲面を与える複
素楕円曲面は位相的オイラー数は 24 “ 12χpOCP1q “ 12χtoppBqだとわかる。
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