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1 導入

本講演は, 津川光太郎氏 (中央大学)との共同研究に基づく. ソリトン理論の研究に現れる代表的な

可積分系として，様々な高階の非線形偏微分方程式が知られている. それらの初期値問題の適切性を

十分高い正則性で示す際には, 高階の変数係数線形方程式に対するエネルギー不等式が重要な役割を

果たす. そこで, 本講演では以下の 1次元トーラス上の 2m階の線形 Schrödinger型方程式の初期値

問題

(S)

{
∂tu = i∂2m

x u+
∑2m−1

j=0

(
aj∂

2m−1−j
x u+ bj∂

2m−1−j
x ū

)
, (t, x) ∈ (−T, T )× T,

u(0, x) = φ(x) ∈ Hs(T)

を考える. ここで m ∈ N, T = R/2πZ, 0 < T ≤ ∞ とし, u(t, x) : (−T, T ) × T → C は未知関数,

aj(t, x), bj(t, x) ∈ C∞((−T, T ) × T;C) は与えられた関数とする. 定数係数の場合からの類推によ

り，(S)は (i) 分散型方程式のように時間正負両方向に適切である場合, (ii) 放物型方程式のように平

滑化効果を持ち時間一方向にのみ適切である場合, (iii) 時間正負両方向について非適切である場合に

分類出来ると予想される．本研究の目的は, (S) のエネルギー不等式を証明し上記の分類を行い，さ

らにこの結果を利用して NLS階層を含むクラスの高階非線形 Schrödinger型方程式の分類を行うこ

とにある．

m = 2, aj = aj(x), bj ≡ 0 (j = 0, 1, 2, 3)の場合については, [2]により擬微分作用素の議論を用

いて L2 適切性 ((i)の場合)が成立するための必要十分条件が得られている. m = 1および 2階の微

分型非線形 Schrödinger方程式の場合については, [1], [3]の結果などがある.

2 主結果

本講演の主結果を述べる. 本講演の主結果は、(S) に対するエネルギー不等式である。以下

a0 ≡ b0 ≡ 0, s ≥ 2m とする．
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定理 1. u は (S) の十分滑らかな解とする. このとき, {aj}2m−1
j=1 , {bj}2m−1

j=1 , s により定まる

{Kj}2m−2
j=1 , {Lj}2m−2

j=1 ⊂ C∞((−T, T )×T;C) および {µj}m−1
j=1 , {λj}m−1

j=1 ⊂ C∞((−T, T );R) が存
在して, (−T, T ) 上で次が成立:∣∣∣∣∣∣ ddt

∥Dsu∥2L2 +

2m−2∑
j=1

(
Im ⟨Kj∂

−j
x Dsu,Dsu⟩+ Im ⟨Lj∂

−j−1
x Dsū,Dsu⟩

)
+

m−1∑
j=1

(
µj∥Ds+m−ju∥2L2 + λj Im ⟨∂−1

x Ds+m−ju,Ds+m−ju⟩
)∣∣∣∣∣∣ ≲ ∥u∥2Hs .

ただし, D = F−1|ξ|Fx, ∂
−1
x = F−1(iξ)−1Fx である.

左辺の第一項がエネルギーの主要部である．第二項，第三項は補正項であり主要部より低い微分階

数となっている．第四項および第五項は主要部より高い微分階数となっており，これらの項が (ii)の

平滑化効果や (iii)の非適切性の原因となる．実際，全ての µj および λj が恒等的に 0であれば, 第

一項が最も高い微分階数の項となり，これより直ちに, 以下の (i)の場合の結果が成り立つ．

系 2. 定理 1 において得られた µj(t), λj(t) が µj(t) ≡ λj(t) ≡ 0をみたすとき, 任意の φ ∈ Hs(T)
に対し, (S)の一意解 u ∈ C((−T, T );Hs(T))が存在する.

一方で, 第四項または第五項が残れば, 系 2のような適切性は期待できない. 実際，最も高い微分

階数の項が第四項となる場合については, 以下の (ii)の場合の結果が成り立つ.

系 3. 定理 1 において得られた µj(t), λj(t) が, 1 ≤ j ≤ j∗ − 1に対して µj(t) ≡ λj(t) ≡ 0をみた

し, inf [0,T ) µj∗(t) > 0(resp. sup(−T,0] µj∗(t) < 0)であるとき, 任意の φ ∈ Hs(T)に対し, (S)の一

意解 u ∈ C([0, T );Hs(T))∩C∞((0, T )×T) (resp. u ∈ C((−T, 0];Hs(T))∩C∞((−T, 0)×T))が
存在する.

最も高い微分階数の項が第五項となる場合については，(iii)の場合の結果が成り立つと予想される

が，これを示すにはより精密な評価が必要となる．この場合および非線形への応用は今後の研究課題

である．

以下，定理 1 の証明のアイデアを述べる．エネルギー法を適用すると，(S)の方程式の ∂tuから定

理の左辺第一項が得られる．方程式の最高階微分の項 i∂2m
x uから起因する項は反対称性により消滅

する．残りの低階の項から生じる微分の損失 (エネルギーの主要部より高い階数の微分を含む項)を

解消するために，補正項を利用する．このための評価の一つが以下の補題である．

補題 4. u は (S) の十分滑らかな解とし, 1 ≤ l ≤ m − 1, K ∈ C∞((−T, T ) × T;C)とする. この

とき, {Φk(K)}2(m−1−l)
k=0 , {Ψk(K)}2(m−1−l)

k=0 ⊂ C∞((−T, T )× T;C)が存在して, (−T, T )上で次が



成立: ∣∣∣∣ ddt Im ⟨K∂−2l+1
x Dsu,Dsu⟩+ 2mRe ⟨∂xK∂2(m−l)

x Dsu,Dsu⟩

+

2(m−1−l)∑
k=0

(
Re ⟨Φk(K)∂2(m−l)−k−1

x Dsu,Dsu⟩+Re ⟨Ψk(K)∂2(m−l)−k−1
x Dsū, Dsu⟩

)∣∣∣∣∣∣
≲ ∥u∥2Hs .

第一項が補正項の時間微分であり，これにより，高い階数の微分を含む項である第二項を相殺する

ことが出来ることを意味している．ただし，この際に新たに第三項と第四項の低階の微分を含む項が

現れる．定理 1 の証明においては，これらの低階の項と，もともと (S)の方程式が持つ低階の項を同

時に相殺するために，補題 4 およびこれと類似の補題を繰り返し用いて {Kj}2m−2
j=1 , {Lj}2m−2

j=1 を帰

納的に決定することが鍵である．また，この手法において相殺できる項 Re ⟨∂xK∂
2(m−l)
x Dsu,Dsu⟩

の係数が ∂xK という形であるため，係数の Fourier 0モードが消えている項しか相殺できない．こ

の結果 Fourier 0モードに起因して残る部分が定理 1 の左辺の第四項と第五項となる．
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