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概要

本講演では回転運動する剛体周りで，非圧縮粘性流体の運動を記述する Navier-Stokes方程式

∂tu+ u · ∇u = ∆u−∇p, ∇ · u = 0

を取り扱う．特に剛体の運動は徐々に回転角速度を上げて，ある時刻以降は等角速度運動するこ
とを仮定する．このときの流体の運動は時間無限大で Galdi [3]により得られた定常流に収束す
ることを報告する．

1 導入
偏微分方程式は自然現象を記述するものが多く，その影響は工学や医学など多岐にわたる．偏微

分方程式の一つに流体の運動を記述する Navier-Stokes 方程式がある．Navier-Stokes 方程式をさ
まざまな物理状況のもとで考えることによって，これまで多くの数学的な発展がなされてきた．例
えば海の流れや血管の中の血の流れなど自然現象と密接に関係していることからも，このような研
究の方向性は自然であると考える．本講演では，回転運動する剛体周りで Navier-Stokes 方程式を
扱い，流体の運動の長時間挙動を考察する．特に，3 次元空間 R3 内のコンパクトな剛体（境界は
滑らか）とその外部を占める非圧縮粘性流の両方が静止しているとし，剛体は徐々に回転角速度を
上げて，ある時刻以降は等角速度運動することを仮定する．このような問題は Starting problem

と呼ばれ，発端は 1965 年に Finn [2] により提唱された Finn の Starting problem である．ここ
で Finnの Starting problemとは上記の問題を並進運動に置き換えたものを指し，特に時間無限大
で physically reasonable solution と呼ばれる定常流（時間によらない流れ）に収束することが予
想されていた．Finnの Starting problemについては Heywood [6]が最初に取り扱った後，Galdi–

Heywood–Shibata [4]により解決された．一方で回転運動の場合の Starting problemは Hishida [7]

で定常流に収束することが予想されている．そこで，本講演では回転運動の場合の Starting problem

を扱い，Galdi [3]で得られている定常流に収束することを示す．
数学的定式化を行う．上記に述べた剛体の運動は回転角速度 ψ(t)ω0 によって表される．ここで

ψ(t)は

ψ ∈ C1(R;R), |ψ(t)| ≤ 1 for t ∈ R, ψ(t) = 0 for t ≤ 0, ψ(t) = 1 for t ≥ 1 (1.1)

を満たす R上の関数であり，aをある実数として ω0 = (0, 0, a)である．剛体の外部を占める流体の



運動は剛体に密着させた座標系において次の方程式に従う：

∂tu+ u · ∇u = ∆u− ψ(t)ω0 × u+ (ψ(t)ω0 × x) · ∇u−∇p x ∈ D, t > 0,
∇ · u = 0 x ∈ D, t ≥ 0,
u|∂D = ψ(t)ω0 × x t ≥ 0,

u→ 0 as |x| → ∞,
u(x, 0) = 0 x ∈ D.

(1.2)

ここで，x = (x1, x2, x3)
T と t をそれぞれ位置と時刻とし，D は外部領域である．第一式が運

動量保存則，第二式が（非圧縮粘性流体に対する）質量保存則を表す．また，第三式は滑りなし
条件と呼ばれている．この条件は，粘性流体は境界に密着するという性質を反映させている．未
知関数はベクトル値関数 u = (u1(x, t), u2(x, t), u3(x, t)) とスカラー値関数 p = p(x, t) で，そ
れぞれ流体の速度，圧力を表す．また，∇ · u = div u = ∂x1u1 + ∂x2u2 + ∂x3u3 であり，作用
素 ∆ = ∂2x1

+ ∂2x2
+ ∂2x3

，u · ∇ = u1∂x1
+ u2∂x2

+ u3∂x3
を用いて，∆u = (∆u1,∆u2,∆u3)，

(u · ∇)u = ((u · ∇)u1, (u · ∇)u2, (u · ∇)u3)である．第一式に現れる (ψ(t)ω0 × x) · ∇uは外部領域
で非有界な係数を伴う項であり，この項をいかに取り扱うかがポイントである．並進運動の場合には
出てこず，回転運動特有であると言える．時刻が十分経過（t ≥ 1）したとき，方程式 (1.2)の定常問
題は

us · ∇us = ∆us − ω0 × us + (ω0 × x) · ∇us −∇ps x ∈ D,

∇ · us = 0 x ∈ D, us|∂D = ω0 × x, us → 0 as |x| → ∞ (1.3)

である．定常問題 (1.3)については，|a|が十分小さい時，Galdi [3]によってスケール臨界な各点評価

|us(x)| ≤
C|a|
|x|

, |∇us(x)|+ |ps(x)| ≤
C|a|
|x|2

(1.4)

を伴う滑らかな一意解が得られている．各点評価 (1.4)のもとではルベーグ空間を用いた議論が困難
であるため，ルベーグ空間よりも広い弱ルベーグ空間を用いて議論を行う．弱ルベーグ空間につい
ては 3節で簡潔に触れる．並進運動の場合（Finnの Starting problem）には定常解の可積分性が良
かったため，ルベーグ空間で議論が出来たことに注意しておく．本講演では，定常解 us に収束する
(1.2)の解 uの存在を示すだけでなく，どの意味（ノルム）で，どの程度のオーダーで収束するのか
を明らかにしたい．

2 主定理
本講演の主定理は以下である．

Theorem 2.1. 条件 (1.1)を満たす ψ をとり，α = max
t∈R

|ψ′(t)|とおく．

1. ある定数 δ > 0 が存在して，(α + 1)|a| ≤ δ ならば (1.2) は以下の性質を満たす一意解 u を
もつ：

u ∈ BCw∗([0,∞);L3,∞
σ ) ∩ Cw∗((0,∞);L∞),

u ∈ C((0,∞);Lr
σ), ∇u ∈ Cw((0,∞);Lr) ∀r ∈ (3,∞)



であって，初期条件を

∥u(t)∥L3,∞ → 0 as t→ 0

の意味で満たす．ここで，BCw∗(I;X)は X に値をとる有界かつ弱＊連続な関数全体である．
2. 任意の q ∈ (6,∞)に対してある定数 δ̃(q) ∈ (0, δ]が存在して，(α+ 1)|a| ≤ δ̃ ならば，上記で
得た一意解 uの時間無限大での挙動について以下が成り立つ．

∥u(t)− us∥Lr = O(t−
1
2+

3
2r ) as t→ ∞, ∀r ∈ (3, q), (2.1)

∥u(t)− us∥Lq,∞ = O(t−
1
2+

3
2q ) as t→ ∞, (2.2)

∥u(t)− us∥Lr = O(t−
1
2+

3
2q ) as t→ ∞, ∀r ∈ (q,∞]. (2.3)

ただし，Lr(D) は r 乗可積分な関数全体，Lr
σ(D) はソレノイダル（div u = 0）な Lr 空間．

また，Lq,∞(D)は弱 Lq 空間であり，Lq,∞
σ (D)はソレノイダルな弱 Lq 空間を表す．

減衰の度合い (2.1)–(2.3) についていくつか注意を述べる．まず，(2.1) は L3-Lr 評価の観点
から Optimal と言える．Lq-Lr 評価については次節で触れる．一方で (2.3) は Optimal でなく，
O(t−

1
2+

3
2r )で減衰するか分かっていない．また Lq ノルムでの減衰については，Optimalではない

が，O(t−1/2+3/2q log t)で減衰するという結果は得られた．
次節以降，非専門の方を念頭に証明のアイデアをつかんでもらうため，R3 上の熱方程式を中心に

述べる．

3 Lq-Lr 評価とローレンツ空間
積分方程式を解くことによって主定理を得るが，重要な役割を果たすのが線形方程式の解の評価

(Lq-Lr 評価)である．ここでは簡単のため全空間 R3 上の熱方程式を取り扱い，Lq-Lr 評価について
述べる．また本研究はローレンツ空間を用いて議論する必要があるため，ローレンツ空間についても
簡単に触れ，ローレンツ空間に対する Lq-Lr 評価についても言及する．
熱方程式の初期値問題

∂tu(x, t) = ∆u(x, t) (x, t) ∈ R3 × (0,∞), u(0, x) = a(x) (3.1)

を考える．ただし初期値 a ∈ Lq(R3)とする．以後，定義域 R3 は省略して書く．熱方程式 (3.1)の
解は次の形で書ける．

u(x, t) =
1

(4πt)3/2

∫
R3

e−
|x−y|2

4t a(y) dy. (3.2)

熱方程式 (3.1)の解を et∆aと書くことが多い．例えば (3.1)で∆を 3× 3行列 Aとするとき，Aの
定義域は R3 であり uは行列の指数関数で書ける．今回は ∆の定義域としてルベーグ空間を想定し
ており，関数 uを時刻 tからルベーグ空間 Lq に値をとる関数と見ている．いわば無限次元への拡張
であり，作用素の半群と呼ばれている．この表記の元，畳み込みに対するヤングの不等式を用いれ



ば，次の Lq-Lr 評価が従う．

∥et∆a∥Lr ≤ Ct−
3
2 (

1
q−

1
r )∥a∥Lq for 1 ≤ q ≤ r ≤ ∞, t > 0, (3.3)

∥∇et∆a∥Lr ≤ Ct−
3
2 (

1
q−

1
r )−

1
2 ∥a∥Lq for 1 ≤ q ≤ r ≤ ∞, t > 0. (3.4)

ここで定数 C > 0は q, rに依存するが，a, tには依存しない．熱方程式の解は時間が経過すると滑ら
かになるという性質（解の平滑化効果）に伴う，t = 0近傍での特異性の度合いと，t→ ∞での解の
減衰度合いの両方を表している．
さらにローレンツ空間に対する同様の評価を導出したいため， ローレンツ空間を定義する．ロー

レンツ空間は二つのパラメーター 1 ≤ q < ∞, 1 ≤ ρ ≤ ∞ を用いて Lq,ρ と書かれることが多
い．ここで，第二のパラメーター ρ が大きくなるほど空間としては大きくなり，Lq,q は通常のル
ベーグ空間 Lq と一致する．Lq,∞ は弱ルベーグ空間と呼ばれ，C∞

0 （コンパクト台をもつ C∞ 級
関数全体）が稠密でないことが知られている．また，ルベーグ空間での双対関係 (Lq)∗ = Lq∗ が
1 ≤ q < ∞, 1/q + 1/q∗ = 1 で成り立つように，ローレンツ空間でも双対関係 (Lq,ρ)∗ = Lq∗,ρ∗ が
1 ≤ q <∞, 1 ≤ ρ <∞のとき成り立つ．
ローレンツ空間は補間理論によっても特徴付けられる．補間理論については [1] を参照．ここ

では，補間理論で有用なリースソリンの補間定理について簡単に述べる．四つのパラメーター
q1, q2, r1, r2 ∈ [1,∞] を q1 ≤ q2, r1 ≤ r2 とする．作用素 T : Lq1 + Lq2 → Lr1 + Lr2 は Lqi →
Lri (i = 1, 2)と見たとき有界線形作用素なものとし，それぞれの作用素ノルムをMi とおく．この
とき T は Lq3 → Lr3 への有界線形作用素であり，次の不等式を満たす．

∥Ta∥Lr3 ≤M1−θ
1 Mθ

2 ∥a∥Lq3 .

ここで q3, r3, θ は以下を満たすものとする．

1

q3
=

1− θ

q1
+

θ

q2
,

1

r3
=

1− θ

r1
+

θ

r2
.

実は上記と同様の議論をローレンツ空間でもできる．このような補間理論の考え方を Lq-Lr 評価
(3.3),(3.4)に用いると次の Lq,ρ-Lr,ρ 評価が成り立つ．

∥et∆a∥Lr,ρ ≤ Ct−
3
2 (

1
q−

1
r )∥a∥Lq,ρ for 1 ≤ q ≤ r ≤ ∞, 1 ≤ ρ ≤ ∞, t > 0, (3.5)

∥∇et∆a∥Lr,ρ ≤ Ct−
3
2 (

1
q−

1
r )−

1
2 ∥a∥Lq,ρ for 1 ≤ q ≤ r ≤ ∞, 1 ≤ ρ ≤ ∞, t > 0. (3.6)

ここで定数 C > 0 は q, r, ρ に依存するが，a, t には依存しない．さらにパラメーター q, r を
1 < q < r <∞かつ 1/q− 1/r = 1/3を満たすものとする．劣線形作用素 a→ ∥∇et∆a∥Lr,1 に対し
て補間理論を用いると次の評価を得る．∫ ∞

0

∥∇et∆a∥Lr,1 dt ≤ C∥a∥Lq,1 . (3.7)

上記の評価 (3.7)は Yamazaki [14]で得られた最も重要な評価であり，方程式を解く上で大事な役割
を果たす（次節でその一端を見る）．パラメーター q, r の条件から −3/2(1/q − 1/r) = −1となるた
め，単純に (3.4)を適用しても得られない評価である．



いくつか注意を述べる．上記では Lq-Lr 評価の導出の際に熱方程式の解が (3.2)で書けることを用
いており，本講演で取り扱う外部領域など一般の領域では適用できない．外部領域 Ωの場合，次の
ような局所減衰評価を導くことが本質的である．

∥et∆a∥W 2,q(ΩR) ≤ Ct−
3
2 ∥a∥Lq(Ω). (3.8)

ここで R > 0 を十分大きいものとして，ΩR = Ω ∩ {x ∈ R3| |x| ≤ R}，1 < q < ∞, t > 1, a ∈
Lq(ΩR)，W 2,q はソボレフ空間で，超関数の意味での二階の微分までが q 乗可積分な関数全体を表
す．この考え方は Iwashita [11]による．Finnの Starting problemは，Kobayashi–Shibata [13]に
より，並進運動の場合に対応する半群の Lq-Lr 評価が導出されたことで解かれた．回転運動の場合
にも，対応する半群の Lq-Lr 評価が Hishida–Shibata [10] で導出されているが，本講演の問題では
回転運動特有の項 (ω0 × x) · ∇v を扱う影響により，半群で議論するのは困難である．そこで半群で
はなく発展作用素を用いて議論を行う．ここで一般に，発展作用素 {T (t, s)}t≥s≥0 とは線形方程式の
初期値問題

du

dt
(t) = A(t)u(t), in (s,∞), u(·, s) = f

の解作用素である．作用素 A(t)が時間に依存せず常に A(t) ≡ Aであれば，T (t, s)は半群 e(t−s)A

と一致する．本研究で用いる発展作用素の存在（線形方程式の解の一意存在）については Hansel–

Rhandi [5]が示した．外部領域における発展作用素の Lq-Lr 評価は Hishida [8, 9]により得ている．
半群の場合にはレゾルベントの詳細な解析をすることによって (3.8)を得ていたが，発展作用素の場
合には異なるアイデアが必要である．発展作用素の共役作用素と，あるエネルギー関係式も用いてパ
ラメーター r が真に無限より小さいときに Lq-Lr 評価を導出し ([8])，その評価を用いて (3.8)を得
て，望ましい Lq-Lr 評価が導出されている ([9])．回転の場合に対応する半群の性質から，発展作用
素の時間一階微分の評価を得ることも重要であることに注意しておく．また，外部領域の場合には，
通常の熱方程式の場合でも (3.4)の q, r の取りうる範囲が 3以下に制限されることが知られている．

4 証明の概略
ここでは次の方程式を考え，解のオーダー評価 (2.1)–(2.3)を見る．

(v(t), φ) =

∫ t

0

(v(τ)⊗ v(τ) + v(τ)⊗ w,∇e−τ∆φ) dτ ∀φ ∈ (C∞
0 (R3))3. (4.1)

ただし (C∞
0 (R3))3 はコンパクト台をもつ C∞ 級ベクトル値関数全体を表し，一般に

a = (a1, a2, a3), b = (b1, b2, b3)として a ⊗ b = (aibj)i,j=1,2,3 とし，さらに w ∈ (L3,∞(R3))3 を仮
定する．以後，関数空間についてはスカラー値とベクトル値を区別せずに書く．方程式 (4.1)は次の
ようにして導かれる．未知関数の変換

u(x, t) = v(x, t) + ψ(t)us, p(x, t) = ϕ(x, t) + ψ(t)ps

を行い，(1.2)に代入すると摂動 v, ϕは次の方程式を満たす．

∂tv = ∆v + ψ(t)(ω0 × x) · ∇v − ψ(t)ω0 × v + (Gv)(x, t) +H(x, t)−∇ϕ,
∇ · v = 0 x ∈ D, t ≥ 0, v → 0 as |x| → ∞, v|∂D = 0, v(x, 0) = 0. (4.2)



ここで，

(Gv)(x, t) = −v · ∇v − ψ(t)v · ∇us − ψ(t)us · ∇v,
H(x, t) = ψ(t)(ψ(t)− 1){−us · ∇us + ω0 × us + (ω0 × x) · ∇us} − ψ′(t)us.

方程式 (1.2) を扱う代わりに (4.2) を扱い，解 v の減衰を見れば良いことに注意する．方程式 (4.2)

の形が複雑であるため，簡単に (4.1)を考える．前節の準備のもと，縮小写像の原理により (4.1)を
解くことができる．実際，ヘルダーの不等式から∣∣∣∣∫ t

0

(v(τ)⊗ v(τ),∇e−t∆φ)

∣∣∣∣ ≤ ∫ t

0

∥v(τ)∥L3,∞∥v(τ)∥L3,∞∥∇e−τ∆φ∥L3,1 dτ

≤
(

sup
0≤τ<∞

∥v(τ)∥L3,∞

)2 ∫ t

0

∥∇e−τ∆φ∥L3,1 dτ

≤
(

sup
0≤τ<∞

∥v(τ)∥L3,∞

)2

C∥φ∥
L

3
2
,1

がしたがう．ここで，第三不等式で (3.7) を用いた．w を含む項も同様に扱うことができる．簡単
のため ∥v∥X = sup

0≤τ<∞
∥v(τ)∥L3,∞ とおき，(4.1)の右辺を (Φv)(t)(φ)と定義すれば，ローレンツ空

間の双対性から (Φv)(t) ∈ L3,∞ であって, ∥Φv∥X ≤ C∥v∥2X + ∥w∥L3,∞∥v∥X が得られた．同様に
∥Φu−Φv∥X ≤ C(∥u∥X + ∥v∥X)∥u− v∥X が成り立つ．このような議論から，∥w∥L3,∞ と ε > 0が
十分小さいものとして

Xε = {v ∈ BC([0,∞);L3,∞(R3))| ∥v∥X ≤ ε}

と定義すれば，Φ : Xε → Xε は well-definedかつ縮小写像であることが分かる．ただし，BC(I;Y )

は Y に値をとる有界かつ連続な関数全体である．したがって (4.1)の解を得た．解が存在することは
分かったが，解の減衰については得られていない．実は q ∈ (3,∞)をとり，Lq,∞ で同様の議論をす
れば，t1/2−3/(2q)v(t) ∈ BC((0,∞);Lq,∞) を満たすことが分かり，さらに補間により (2.1)を得る．
次に r ∈ (q,∞]について考えるが，L∞ について得られれば Lq,∞ との補間により得られるため，

L∞ についてのみ扱う．L∞ 減衰については Koba [12]が初めて定常解がスケール臨界 O(1/|x|)の
とき導出した．ここでは，半群の L1-Lr 評価を用いることで L∞ 減衰を導く．なお，本研究の証明
は [12] を簡略化している．以後さらに w ∈ Lq を仮定する．t > 2 として積分区間を次のように分
ける. ∫ t

0

|(v(τ)⊗ w,∇e−τ∆φ)| dτ =

∫ t
2

0

+

∫ t−1

t
2

+

∫ t

t−1

t− 1から tの項は次のように評価する．∫ t

t−1

≤ ∥us∥q
(

sup
0<τ<∞

τ
1
2−

3
2q ∥v(τ)∥q,∞

)∫ t

t−1

τ−
1
2+

3
2q ∥∇e−τ∆φ∥(1− 2

q )
−1,1 dτ

≤ C(t− 1)−
1
2+

3
2q

∫ t

t−1

(t− τ)−
3
q−

1
2 dτ = Ct−

1
2+

3
2q ∥φ∥1

ここで第二不等式で L1-Lr 評価を用いた．0から t/2の項は w, v(t) ∈ L3,∞ であることと，L1-Lr

評価を用いて同様の議論をすれば O(t−1/2)が分かる．また，t/2から t− 1の項は w ∈ L3,∞, v(t) ∈



Lq,∞ を用いて O(t−1/2+3/(2q))を得る．同様に v(τ)⊗ v(τ)の項も議論できるので L∞ 減衰を得る．
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