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1 元の問題と、複素解析的な捉え方

中間子 (meson)は陽子・中性子の結合に関わる粒子であり、杉本茂樹氏 (東京大・IPMU)や酒
井忠勝氏 (名古屋大)は中間子の質量に関する研究をしている。彼らの数理モデルでは、中間子の
質量は次の微分方程式の固有値として現れる。

ψ′′(z) +
2z

1 + z2
ψ′(z) +

λ

(1 + z2)4/3
ψ(z) = 0 (1.1)

ただし、境界条件として
ψ(z) ∼ O(z−1) (z → ±∞). (1.2)

を課す。(一般には leading termの orderはO(z0)かO(z−1)であることが確かめられる。)

固有関数 ψ(z) = ψn(z)や固有値 λ = λn (0 < λ1 < λ2 < . . .)は上の条件から決まる。この固有
値は中間子の質量の 2乗と比例する。 ([1]§3,§4および [2]§7.4) また論文 [1],[2]では n = 1, 2, 3に
ついて、λ1 ∼ 0.669, λ2 ∼ 1.57, λ3 ∼ 2.87と数値計算によって固有値を求めている。

さて元の問題では zは実変数だったが、これを複素変数に拡張して問題を捉え直してみる。す
ると、以下のように z = ∞近傍で収束する級数解を構成できる。(この二つのうち、ψ1(z)が固有
値 λに対する (1.1)の固有関数と関係する。)

命題 1.1 (z = ∞での級数解) もとの方程式 (1.1)は次のような∞近傍で収束するべき級数解を
もつ。

ψ0(z) =
∞∑
n=0

ψ0,nz
−2n/3, ψ1(z) =

∞∑
n=0

ψ1,nz
−1−2n/3. (1.3)

初項は ψ0,0 = 1、また ψ1,0 = 1とする。 n ≥ 1のとき、ψ0,n, ψ1,nは次の漸化式で決まる。

ψ0,n =
1

2n(2n− 3)


∑

3m+l=n,
m≥1,

0≤l≤n−1

(−1)m12lψ0,l − 9λ
∑

3m+l=n−1,
m,l≥0

(
4/3

m

)
ψ0,l

 , (1.4)

ψ1,n =
1

2n(2n+ 3)

{ ∑
3m+l=n, m≥1, 0≤l≤n−1

(−1)m6(2l + 3)ψ1,l

− 9λ
∑

3m+l=n−1, m,l≥0

(
4/3

m

)
ψ1,l

}
. (1.5)



収束級数解 ψ1(z)が正の無限大だけでなく負の無限大でもO(z−1)と振る舞うには、ψ1(z)を正
の無限大から負の無限大へと実軸に沿って解析接続させたとき、ψ1(z)の定数倍となることが必要
十分条件である。(つまり ψ1(z)の解析接続が c0ψ0(z)+ c1ψ1(z)となるとき、c0 = 0となることが
必要十分条件である。)このように元の問題における境界条件は、複素解析的には接続係数の条件
として書くことができる。しかし、この方程式の接続公式は一般には知られていないため、この
ままでは λが満たす条件式を書くことができない。そこでパラメータを導入した上で、完全WKB

解析の接続公式を用いて接続係数の条件を書くことを試みたい。

2 パラメータの導入と問題設定

方程式 (1.1)の 1階項を消去するため、未知関数を

ψ(z)

[
= φ(z) exp

(
−1

2

∫ z 2z′

1 + z′2
dz′

)]
= (1 + z2)−1/2φ(z) (2.1)

のように変換すると、次を得る。

φ′′(z)−Q(z)φ(z) = 0, Q(z) =
1

(1 + z2)2
− λ

(1 + z2)4/3
. (2.2)

ここで parameter ηを導入するため、Q(z) を η2Q(z) と置き換え、λ = 1+ η−1λ̃とおくと、次
のようになる。� �

φ′′(z)− η2(Q0(z) + η−1Q1(z))φ(z) = 0, (2.3)

Q0(z) =
1

(1 + z2)2
− 1

(1 + z2)4/3
, Q1(z) =

−λ̃
(1 + z2)4/3

.

� �
この方程式の固有値や固有関数を完全WKB解析によって考えていくのだが、係数のQ0(z)が

z = ±iに分岐点をもつ多価関数となるため、このままの形では扱いにくい。そこでさらに変数を
s = (1 + z2)−1/3と変換し、1階項を消去した以下の形で考えていく。� �

ψ′′(s)− η2(q0(s) + η−1q1(s) + η−2q2(s))ψ(s) = 0, (2.4)

q0(s) =
9(s2 − 1)

4s(1− s3)
, q1(s) =

−9λ̃

4s(1− s3)
, q2(s) =

5− 64s3 + 32s6

16s2(1− s3)2
.

� �
この方程式 (2.4)について、

(i) WKB解を構成し、z変数における実軸に対応する経路に沿った解析接続がどうなるかを調
べる

(ii) 命題 1.1で構成した級数解に対応する (2.4)の級数解と、(i)で構成したWKB解とを関係づ
けることにより、(2.4)の級数解の解析接続を得る

(iii) 片方の接続係数がゼロになることから、λ̃が満たすべき条件式を導出する

という 3つのステップにより完全WKB解析の接続公式から固有値の条件式が導かれると期待され
る。本発表で主に触れる (i)についての結果を述べるため、WKB解や Stokes曲線といったWKB

解析における用語の説明を次の章で行う。



3 WKB解とStokes曲線

方程式 (2.4)の解を ψ(s, η) = exp
(∫ s

S(s′, η)ds′
)
とおくと、S(s, η) =

∑∞
m=−1 η

−mSm(s) =

ηS−1(s) + S0(s) + . . . は次のRiccati方程式を満たすことがわかる。

S(s, η)2 + S′(s, η) = η2(q0(s) + η−1q1(s) + η−2q2(s)).

ただし S(s, η)は S−1(s) = ±
√
q0(s)から帰納的に一意に定まる。S−1(s) = ±

√
q0(s)から決まる

S(s, η)を S(±)(s, η)と書く。
(2.4)のWKB解は以下で定義される。

ψ±(s, η) =
1√

Sodd(s, η)
exp

∫ s

s0

±Sodd(s′, η)ds′. (3.1)

ただし Sodd(s, η) := (S(+)(s, η)− S(−)(s, η))/2とした。
また Stokes曲線は Im

∫ s
a

√
q0(s′)ds

′ = 0で定義され、Stokes曲線に囲まれた領域を Stokes領
域という。ここで積分の端点 a は q0の零点 (変わり点) または q0の 1位の極である。さらに、q0
の正則な点であっても q1, q2の極であれば積分の端点となる (このような点は ghost pointと呼ば
れる)。
qj ≡ 0(j = 1, 2) かつ q0 が有理関数のときは、 WKB解が Stokes領域で Borel総和可能である

(解析的に意味づけできる)ことや、隣接する Stokes領域における Borel和どうしの関係式 (接続
公式)が知られている。この意味で Stokes曲線は重要な役割を果たす。

上の図は arg η = 0のときの Stokes曲線である。一般に 1位の変わり点からは Stokes曲線が 3

本、1位の極からは 1本、ghost pointからは 2本出ることが知られている。1位の変わり点−1か
ら出る 3本の曲線のうち 2本はつながって閉曲線となり、残りの 1本は単純極である原点へ流れ
込んでいる。1位の極w(= e2πi/3)と 1位の極w2どうしも Stokes曲線で結ばれ、ghost pointであ
る 1から出る 2本の曲線もつながって閉曲線となっている。

このように arg η = 0の場合は積分の端点どうしが Stokes曲線で結ばれているため、このまま
では接続公式を用いることができない。そこで arg ηを動かし、特に arg η = −π/4の場合を考え
ることにする。arg η = θの場合は、Stokes曲線の定義は Imeiθ

∫ s
a

√
Q0(s′)ds

′ = 0となる。



上の図が arg η = −π/4のときの Stokes曲線である。積分の端点どうしが Stokes曲線によって
結ばれる状態にはならず、すべての曲線は q0(s)の 2位の極である無限遠点へと流れ込んでいる。

ここで z 平面における実軸は、s平面では原点から出発して s = 1の周りを正方向に回り再び
原点に戻る経路 γとなる。WKB解析で知られている隣接する Stokes領域における接続公式を利
用することで、(2.4)のWKB解の γに沿った解析接続を求めることができる。これらの接続公式
と、それを用いて得られた結果について次の章で述べる。

4 接続公式

一般に、方程式
ψ′′(s)− η2(q0(s) + η−1q1(s) + η−2q2(s))ψ(s) = 0, (4.1)

のWKB解

ψ±(s, η) =
1√

Sodd(s, η)
exp

∫ s

s0

±Sodd(s′, η)ds′. (4.2)

の隣接する Stokes領域での接続公式は以下のように記述される。

定理 4.1 ([3], Theorem 2.23: 1位の零点が始点となる曲線の場合) qj(s) ≡ 0(j = 1, 2) とす
る。Γ は単純変わり点 s = aを始点とする。U1 と U2 は Stokes領域で、Stokes曲線 Γを共通
の境界として隣り合っているとする。それぞれの領域 Uj における (4.1)のWKB解 (s0 = a)を
ψj
± (j = 1, 2) と書くと、 ψ1

±は U2へ解析接続でき、次の公式を満たす。

If Re

∫ s

a

√
q0(s′)ds

′ < 0 on Γ, ψ1
+ = ψ2

+, ψ
1
− = ψ2

− ± iψ2
+, (4.3)

If Re

∫ s

a

√
q0(s′)ds

′ > 0 on Γ, ψ1
+ = ψ2

+ ± iψ2
−, ψ

1
− = ψ2

−. (4.4)

符号±は、U1から U2への解析接続の経路が Γと (s = aから見て)時計回りに交わっているか反
時計回りに交わっているかに対応している。反時計回りの場合は符号は+である。

同様の議論によって、 Theorem 2は一般の q1, q2に対しても成り立つことが示される。接続公
式 (4.3) や (4.4) は ψ+ 7→ ψ+, ψ− 7→ ψ− ± iψ+ や ψ+ 7→ ψ+ ± iψ−, ψ− 7→ ψ−と表されることが
多いので、以下でもこの記号を用いる。



定理 4.2 ([4], Theorem 1: 始点が 1位の極の場合) 方程式 (4.1) に対し、q0(s) = q̃0(s)/(s −
a), q1(s) = q̃1(s)/(s−a) および q2(s) = q̃2(s)/(s−a)2とする。ここで q̃j(s) (j = 0, 1, 2) は s = a

の近傍のある領域 U ⊂ Cで正則な関数で、さらに q̃j(a) 6= 0 (j = 0, 1, 2).とする。
Stokes曲線 Im

∫ s
a

√
q̃0(s′)/(s′ − a)ds′ = 0をΓで表す。このとき、Γと解析接続の経路が（s = a

から見て）反時計回りに交わるとき、 (4.1)のWKB解 (s0 = a)の Borel和は以下を満たす：
Re

∫ s
a

√
q̃0(s′)/(s′ − a)ds′ > 0が Γ上で成り立つとき

ψ+ 7→ ψ+ + 2i cos
(
π
√
1 + 4q̃2(a)

)
ψ−, ψ− 7→ ψ− (4.5)

Re
∫ s
a

√
q̃0(s′)/(s′ − a)ds′ < 0が Γ上で成り立つとき

ψ+ 7→ ψ+, ψ− 7→ ψ− + 2i cos
(
π
√
1 + 4q̃2(a)

)
ψ+ (4.6)

ghost pointから出る曲線については次の公式が成り立つ。([5], Section 4)

方程式 (4.1)に対して、q0(s) = q̃0(s), q1(s) = q̃1(s)/(s− a), q2(s) = q̃2(s)/(s− a)2 とする。こ
こで q̃j(s) (j = 0, 1, 2) は s = aの近傍 U ⊂ Cで正則で、q̃j(a) 6= 0 (j = 0, 1, 2)を満たすとする。
さらに Ress=aSodd(s, η) ∈ Cとする。Stokes曲線 Im

∫ s
a

√
q̃0(s′)ds

′ = 0を Γと書く。ψ±を以下
のように正規化したWKB解とする。

ψ±(s, η) =
1√

Sodd(s, η)
exp

(
±η

∫ s

a

√
q̃0(s′)ds

′
)

× exp

∫ s

s0

±
(
Sodd(s

′, η)− η
√
q̃0(s′)

)
ds′ (4.7)

ここで s0 ∈ U \ {a}は固定された点とする。
Γと解析接続の経路が (s = aから見て)反時計回りに交わっているとき、次が成り立つ。
Γ上でRe

∫ s
a

√
q̃0(s′)ds

′ > 0のとき

ψ+ 7→ ψ+ +
2iπ

Γ(κ+ µ+ 1/2)Γ(κ− µ+ 1/2)

C+

C−
η2κψ−, ψ− 7→ ψ− (4.8)

　 Γ上でRe
∫ s
a

√
q̃0(s′)ds

′ < 0のとき

ψ+ 7→ ψ+, ψ− 7→ ψ− +
2iπe−2πiκ

Γ(−κ+ µ+ 1/2)Γ(−κ− µ+ 1/2)

C−
C+

η−2κψ+ (4.9)

ここで κ = −Ress=aSodd(s, η), µ =
√

1/2 + q̃2(a) である。また C± は η−1 のべき級数で、
s̃ = s̃(s, η)という q0 + η−1q1 + η−2q2 = (1/4)− η−1(κ/s̃) + (q̃2(a)/s̃

2)による (4.1) から標準形へ
の変換で決まる。つまり C± は関係式 ψ±(s, η) = C±(∂s̃(s, η)/∂s)ψ

(can)
± (s̃(s, η), η)によって決ま

る。ここで ψ
(can)
± は標準形 (q0 = 1/4, q1 = κ/s̃, q2 = q̃2(a)/s̃

2)のWKB解である。

これら 3つの公式を我々の方程式 (2.4)に用いて、前の章で述べた γに沿ったWKB解の解析接
続を考えると、以下のような接続公式が得られる。



命題 4.3 (WKB解の接続公式：ステップ (i)の結果) 方程式 (2.4)の s0 = 0として正規化した
WKB解 (3.1)ψ±(s, η)に対して、その γに沿った解析接続は ηが大きいとき漸近的に以下のよう
に表される。

ψ+ 7→
[
2iM− exp

(
2

∫ −1

0
Sodd(s

′, η)ds′
)
exp

(
2

∫ 0

1

√
q0(s′)ds

′
)

−
{
M+ exp

(
−2η

∫ 0

1

√
q0(s′)ds

′
)
+ 2i exp

(
2

∫ −1

0
Sodd(s

′, η)ds′
)}

×2i exp

(
−2

∫ −1

0
Sodd(s

′, η)ds′
)
+M+M− + 1

]
ψ+

+

[
M+ exp

(
−2η

∫ 0

1

√
q0(s′)ds

′
)
+ 2i exp

(
2

∫ −1

0
Sodd(s

′, η)ds′
)]

ψ−, (4.10)

ψ− 7→M− exp

(
2

∫ 0

1

√
q0(s′)ds

′
)
ψ+

+

[
1− 2iM− exp

(
2

∫ −1

0
Sodd(s

′, η)ds′
)
exp

(
2

∫ 0

1

√
q0(s′)ds

′
)]

ψ−. (4.11)

ただし

M+ =
2iπ

Γ(κ+ µ+ 1/2)Γ(κ− µ+ 1/2)

C+

C−
η2κ,

M− =
2iπe−2πiκ

Γ(−κ+ µ+ 1/2)Γ(−κ− µ+ 1/2)

C−
C+

η−2κ

で、κ = (
√
6i/8)λ̃, µ =

√
5/4とする。また C±は ghost pointの場合の接続公式で述べた標準形

への変換に現れる級数 C± = C±,0 + η−1C±,1 + . . .で、その最初の項は

C±,0 =

(
2

∫ 0

1

√
q0(s′)ds

′
)∓(

√
6i/8)λ̃

exp

(
∓η

∫ 0

1

√
q0(s′)ds

′
)

と表される。

発表では上の命題についての説明を行い、時間が許せばステップ (ii)(iii)についても触れたい。
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