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概要

統計多様体とはパラメータ付けられた確率分布族の幾何構造を一般化したものである．正規分布族はポ

アンカレの上半平面上の統計多様体とみなせるため，双曲空間上の統計構造の研究は重要である．正規分布

族や多項分布族といった有名な分布族は双対平坦構造をもつ統計多様体であり，その一般化として定曲率な

統計多様体の研究が展開されているが，統計断面曲率を用いることにより，より一般的なクラスである統計

断面曲率一定な統計多様体の研究が可能となる．本稿では，統計断面曲率の定義や性質について概説し，統

計断面曲率双曲空間上の統計断面曲率一定な統計構造の構成について述べる．更に，標準的ワープ積統計構

造をもつ双曲空間や二重全臍的及び二重自己平行な部分多様体の特徴付けについて紹介する．

1 統計多様体

本稿では，M を 2次元以上のなめらかな多様体とし，対象はすべてなめらかであるとする．Γ(E)でベクト

ル束 E → M の切断の全体を表す．∇をM 上の捩れのないアファイン接続，g ∈ Γ(TM (0,2))をM 上のリー

マン計量とする．さらに, X,Y, Z などはベクトル場を表すとし, 混同の恐れのない時は, 任意の X に対して,

などと明記しない．

定義 1.1 (M,∇, g)が統計多様体であるとは，コダッチ方程式

(∇Xg)(Y, Z) = (∇Y g)(X,Z)

が任意の X,Y, Z ∈ Γ(TM)に対して成り立つときをいう．このとき，(∇, g)をM 上の統計構造という．

注意 1.2 (i) 統計多様体 (M,∇, g)に対して，

Xg(Y, Z) = g(∇XY, Z) + g(X,∇∗
Y Z) (1)

が任意のX,Y, Z ∈ Γ(TM)に対して成り立つように∇∗ を定めると，(∇∗, g)もM 上の統計構造となり，∇∗

を g に関する ∇の双対接続という．
(ii) 多様体M 上のアファイン接続としてリーマン計量 g から一意的に定まるレヴィ・チビタ接続 ∇g を選ぶ

と，∇g は捩れがなく g に計量的なアファイン接続であるから，(∇g, g) は M 上の自明な統計構造となる．

リーマン幾何学ではレヴィ・チビタ接続以外の接続を考えることは殆どなかったが，統計多様体の幾何学では

コダッチ方程式を満たす制約のもとで，レヴィ・チビタ接続以外のアファイン接続が主役となる．

(iii) リーマン計量 g のレヴィ・チビタ接続を ∇g とするとき，∇g = 1
2 (∇+∇∗)が成り立つ．
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(iv) 統計構造 (∇, g)に対して，K := ∇−∇g とおくと，K ∈ Γ(TM (1,2))は

K(X,Y ) = K(Y,X), g(K(X,Y ), Z) = g(X,K(Y, Z)) (2)

を満たす．逆に，リーマン計量 gに対して，与えられたK ∈ Γ(TM (1,2))が (2)を満たすとき，(∇ := ∇g+K, g)

はM 上の統計構造となる．

統計多様体は以下に述べる統計モデルの幾何構造を一般化したものである．

例 1.3 Ωを高々可算集合または Rk とする．Ω上の確率分布関数または密度関数の族を考える．Rn の開集

合 Ξに対して，

S :=

{
p(x; ξ)

∣∣∣∣ ∫
Ω

p(x; ξ)dx = 1, p(x; ξ) > 0, ξ ∈ Ξ

}
とおくと，S は ξ = (ξ1, . . . , ξn) ∈ Ξをパラメータとする Ω上の確率分布族であり，S を Ω上の統計モデル

という．S に対して，
φ : S → Rn; φ(p(x; ξ)) = ξ

とおき，ξ = (ξ1, . . . , ξn)を一つの局所座標系考え，S を n次元多様体とみなす．このとき，統計学から要請

されるMarcov埋め込みに関する不変性の条件を課すことによって，S 上に次で定義されるフィッシャー情報

計量 gF := [gFij ]と α-接続 ∇(α) が定まる：

gFij(ξ) := Ep[(∂ilξ)(∂j lξ)] :=

∫
Ω

(
∂

∂ξi
log p(x; ξ)

)(
∂

∂ξj
log p(x; ξ)

)
p(x; ξ)dx,

g(∇(α)
X Y, Z) := g(∇gF

X Y, Z)− α

2
Ep [(∂ilξ)(∂j lξ)(∂klξ)] (α ∈ R).

ここで，CF
ijk(ξ) := Ep [(∂ilξ)(∂j lξ)(∂klξ)]で定義される S上の (0, 3)型テンソル場CF をAmari-Chentsov

テンソル場という．このとき，∇(α) と ∇(−α) は gF に関して互いに双対な捩れのないアファイン接続で，

(∇(±α), gF )は S 上の統計構造となる．

例 1.4 正規分布のなす統計モデル SN を考える．平均が µ，分散が σ2 の正規分布の密度関数は

p(x; ξ) =
1√
2πσ

exp

[
− (x− µ)2

2σ2

]
であるから，ξ1 = 1√

2
µ，ξ2 = σ とし，Ξ = {(ξ1, ξ2) | ξ2 > 0}とすると，

SN :=

{
p(x; ξ1, ξ2) =

1√
2πξ2

exp

[
− (x−

√
2ξ1)2

2(ξ2)2

] ∣∣∣∣∣ (ξ1, ξ2) ∈ Ξ

}

となる．このとき，SN のフィッシャー情報計量は

gF = 2(ξ2)−2
∑
i=1,2

(dξi)2

となるため，正規分布族 SN はポアンカレ上半平面 H2 上の統計多様体とみなせる．



2 統計断面曲率

多様体M 上のアファイン接続 ∇に対して，∇に関する曲率テンソル R∇ を

R∇(X,Y )Z := ∇X∇Y Z −∇Y ∇XZ −∇[X,Y ]Z

と定義する．更に，∇に関するリッチ曲率テンソル Ric∇ とスカラー曲率 ρ(∇,g) を

Ric∇(Y, Z) := tr{X 7→ R∇(X,Y )Z},

ρ(∇,g) := trgRic
∇

で定義する．

定義 2.1 多様体M 上の統計構造 (∇, g)に対して，統計曲率テンソル S ∈ Γ(TM (1,3))を

S(X,Y )Z :=
1

2
{R∇(X,Y )Z +R∇∗

(X,Y )Z}

で定義する．更に，S のリッチ曲率テンソル Lとスカラー曲率 ρを

L(Y, Z) := tr{X 7→ S(X,Y )Z},
ρ := trgL

で定義する．

注意 2.2 (i) 統計多様体 (M,∇, g) のある点の近傍での統計構造は R∇g

と K の値とそれらの ∇g に沿った

平行移動によって決定される ([8])が，統計曲率テンソル S は R∇g

とK を用いて

S(X,Y )Z = R∇g

(X,Y )Z + [K,K](X,Y )Z

と書き換えることができる．ここで，[K,K](X,Y )Z = K(X,K(Y, Z))−K(Y,K(X,Z))である．

(ii) スカラー曲率に関して，ρ = ρ(∇,g) = ρ(∇
∗,g) が成り立つ．一方，一般に ρ ̸= ρ(∇

g,g) である．

定義 2.3 (i) リーマン計量 g に関して正規直交なベクトル場 {X,Y }で張られる 2次元断面を Π := X ∧ Y

と表す．このとき，Πに関する断面曲率 Kg(Π)と統計断面曲率 K(Π)を

Kg(Π) := g(R∇g

(X,Y )Y,X),

K(Π) := g(S(X,Y )Y,X)

で定義する．

(ii) 定数 c ∈ Rに対して，(M,∇, g)が ∇に関して定曲率 cであるとは，

R∇(X,Y )Z = c{g(Y, Z)X − g(X,Z)Y }

が成り立つときをいう．また，任意の 2次元断面に対して K = cとなるとき，(M,∇, g)を統計断面曲率一定

cであるといい，M(c)と略記する．

注意 2.4 (i) 統計多様体 (M,∇, g)が ∇に関して定曲率 cであることと，∇∗ に関して定曲率 cであること

は同値である．



(ii) (M,∇, g)が定曲率 0のとき，すなわちアファイン接続∇が平坦であるとき，(M,∇, g)をヘッセ多様体と

いう．このとき，∇∗も平坦であるから，ヘッセ多様体を双対平坦多様体ともいう．このとき，Q ∈ Γ(TM (1,3))

を Q(X,Y )Z := −(∇XK)(Y, Z) と定めヘッセ曲率テンソルという．任意の X,Y, Z ∈ Γ(TM) に対して

Q(X,Y )Z = c
2{g(X,Y )Z + g(X,Z)Y } が成り立つとき，(M,∇, g)をヘッセ断面曲率曲率一定 k であると

いう．このとき，g は定曲率 − c
4 のリーマン計量となっている ([10])．

(iii) 統計多様体 (M,∇, g)が統計断面曲率一定 cであるとき，

S(X,Y )Z = c{g(Y, Z)X − g(X,Z)Y }

が成り立つ．したがって，統計多様体が定曲率 cならば，統計断面曲率一定 cである．

例 2.5 (Hm, g)を定曲率 −κ (κ > 0)のm次元双曲空間とする：

Hm = {x = (x1, . . . , xm−1, xm) ∈ Rm |xm > 0}, g = (κ)−1(xm)−2
m∑
j=1

(dxj)2.

このとき，K ∈ Γ(THm(1,2))を次で定めると，(Hm,∇ = ∇g +K, g)は統計断面曲率一定 κ(α2 − 1)の統計

多様体となる．

K(∂i, ∂j) = δij(α(y
m)−1∂m + αi∂i),

K(∂i, ∂m) = K(∂m, ∂i) = α(ym)−1∂i,

K(∂m, ∂m) = 2α(ym)−1∂m.

ただし，∂i :=
∂

∂xi , α ∈ R, αi ∈ C∞(Hm), i, j = 1, . . . ,m− 1である．ここで，c = κ(α2 − 1)とすると，任

意の c ∈ Rに対して統計断面曲率一定 cの統計構造が構成できることがわかる．

任意の i = 1, . . . , n−1に対して αi = 0のとき，(Hm,∇, g)は定曲率 κ(α2−1)である．更に，α = 0かつ任

意の i = 1, . . . , n−1に対して αi = 0の場合，(Hm,∇, g)はヘッセ多様体となる．以下，Hm(c) = (Hm,∇, g)

と略記する．

3 標準的ワープ積統計多様体

定義 3.1 2つの統計多様体 (B,∇B := ∇gB

+KB , gB)，(F,∇F := ∇gF

+KF , gF )と f ∈ C∞(B,R+)を

考える．このとき，M̃ = B × F 上のリーマン計量 g̃ と (2) を満たす K̃ ∈ Γ(TM̃ (1,2)) を U, V ∈ Γ(TB),

X,Y ∈ Γ(TF )に対し，

g̃ = gB + f2gF ,

K̃(U, V ) = KB(U, V ), K̃(U,X) = 0, K̃(X,Y ) = KF (X,Y )

と定めると (M̃, ∇̃ := ∇g̃ + K̃, g̃)は統計多様体となる．これを (B,∇B , gB)と (F,∇F , gF )の f をワープ関

数とする標準的ワープ積統計多様体と呼ぶ．

本稿では，R 上の開区間 I 上の統計多様体 (I,∇I , (dt)2) と (m + p − 1) 次元の統計多様体 (N̄ , ∇̄, ḡ) の

f ∈ C∞(I,R+) をワープ関数とする (m + p) 次元標準的ワープ積統計多様体 (M̃, ∇̃, g̃) を考え，これを

I ×f (N̄ , ∇̄, ḡ)と表す．



以下，∂0 = ∂
∂t ∈ Γ(TI) (t ∈ I)，f ′ =

df

dt
，f ′′ =

d2f

dt2
と略記する．また， X̃ ∈ Γ(TM̃)に対して，その

Γ(TN̄)成分を X̄ = X̃ − ⟨X̃, ∂0⟩∂0 で表す．さらに，(1)から，ある ν ∈ C∞(I)が存在して

∇I
∂0
∂0 = ν(t)∂0, ∇I∗

∂0
∂0 = −ν(t)∂0,

が成り立つ．

命題 3.2 (M̃, ∇̃, g̃) = I ×f (N̄ , ∇̄, ḡ)をワープ積統計多様体とし，S̄ と S̃ をそれぞれ (N̄ , ∇̄, ḡ)と (M̃, ∇̃, g̃)

の統計曲率テンソルとする．このとき，任意の X̃, Ỹ , Z̃ ∈ Γ(TM̃)に対して次を得る：

S̃(X̃, Ỹ )Z̃ = S̄(X̄, Ȳ )Z̄ −
(
f ′

f

)2

{⟨Ỹ , Z̃⟩X̃ − ⟨X̃, Z̃⟩Ỹ }

+

((
f ′

f

)2

− f ′′

f

){
⟨Ỹ , Z̃⟩⟨X̃, ∂0⟩∂0 − ⟨X̃, Z̃⟩⟨Ỹ , ∂0⟩∂0

+ ⟨Ỹ , ∂0⟩⟨Z̃, ∂0⟩X̃ − ⟨X̃, ∂0⟩⟨Z̃, ∂0⟩Ỹ
}
.

特に，(N̄ , ∇̄, ḡ)が統計断面曲率一定 cであるとき，

S̃(X̃, Ỹ )Z̃ =

(
c

f2
−
(
f ′

f

)2
){

⟨Ỹ , Z̃⟩X̃ − ⟨X̃, Z̃⟩Ỹ
}

−

(
c

f2
−
(
f ′

f

)2

+
f ′′

f

){
⟨Ỹ , Z̃⟩⟨X̃, ∂0⟩∂0 − ⟨X̃, Z̃⟩⟨Ỹ , ∂0⟩∂0

+ ⟨Ỹ , ∂0⟩⟨Z̃, ∂0⟩X̃ − ⟨X̃, ∂0⟩⟨Z̃, ∂0⟩Ỹ
}

となる．

例 3.3 (N̄ , ∇̄, ḡ) を統計断面曲率一定 c の場合を考える．λ をゼロでない定数とし，I = R，ワープ関数を
f(t) = cosh (λt)とすると

c

f2
−
(
f ′

f

)2

=
1

f2

(
c+ λ2

)
− λ2,

c

f2
−
(
f ′

f

)2

+
f ′′

f
=

1

f2

(
c+ λ2

)
を得る．したがって，c < 0かつ λ =

√
|c|のとき，R×f (N̄ , ∇̄, ḡ)は統計断面曲率一定 cの統計構造となる．

そこで，(N̄ , ∇̄, ḡ)として例 2.5の Hm−1(c)を考えて，

(M̃, ∇̃, g̃) = R×cosh(λt) Hm−1(c), m ≥ 2 かつ p ≥ 1,

というm次元統計多様体を考える．λ =
√
κの場合，(M̃, g̃)はリーマン多様体として定曲率 −κである．更

に，λ =
√
κかつ α = 0のとき，(M̃, ∇̃, g̃)は例 2.5の Hm(c)の α = 0場合に一致する．

4 統計部分多様体

(M̃, ∇̃, g̃)を統計多様体とし，f : M → M̃ をはめ込みとする．このとき，M 上に g と∇を次で定義する：

g = f∗g̃, g(∇XY, Z) = g̃(∇̃Xf∗Y, f∗Z) (X,Y, Z ∈ Γ(TM)).



このとき，(∇, g) は M 上の統計構造となり，これを f によって (∇̃, g̃) から誘導された統計構造という．

(M,∇, g)の統計構造が (M̃, ∇̃, g̃)から誘導された統計構造に一致するとき，(M,∇, g)を (M̃, ∇̃, g̃)の統計部

分多様体という．以下，混同の恐れがないときは，g̃ と g を ⟨ , ⟩で表す．
g̃ に関する直交直和分解 TxM̃ = TxM ⊕ T⊥

x M に従い，h，A，Dなどを次のガウス・ワインガルテン公式

で定める：{
∇̃XY = ∇XY + h(X,Y ),

∇̃Xξ = −AξX +DXξ,

{
∇̃∗

XY = ∇∗
XY + h∗(X,Y ),

∇̃Xξ = −A∗
ξX +D∗

Xξ,

{
∇g̃

XY = ∇g
XY + ĥ(X,Y ),

∇g̃
Xξ = −ÂξX + D̂Xξ.

ここで，X,Y ∈ Γ(TM)，ξ ∈ Γ(T⊥M)である．このとき，hを ∇̃に関する第二基本形式，Aを ∇̃に関する
形作用素，そして D を ∇̃に関する法接続という．
以下の議論では，接束 TM 上の正規直交枠として {e1, . . . , em}，法接束 T⊥M の正規直交枠として

{ξ1, . . . , ξp}をそれぞれとり，{e1, . . . , em, ξ1, . . . , ξp}を適合した正規直交枠と呼ぶことにする．

定義 4.1 (M̃, ∇̃, g̃) を (m + p) 次元統計多様体とし，(M,∇, g) をその m 次元統計部分多様体とする．(i)

H := 1
m trghを ∇̃に関する平均曲率ベクトル場といい，同様に H∗，Ĥ が定義できる．

(ii) M が ∇̃に関して全臍的であるとは，h = H ⊗ g が成り立つときをいい，∇̃に関して自己平行（あるいは
全測地的）であるとは，h = 0が成り立つときをいう．更に，M が二重全臍的であるとは，h = H ⊗ g かつ

h∗ = H∗ ⊗ gが成り立つときをいい，二重自己平行（あるいは二重全測地的）であるとは，h = 0かつ h∗ = 0

が成り立つときをいう．

注意 4.2 (i) 一般に，部分多様体が自己平行であることと全測地的であることは一致しないが，捩れのない接

続の場合，2つの概念は一致する．

(ii) 統計部分多様体の第二基本形式と平均曲率ベクトル場に関して，

ĥ =
1

2
(h+ h∗), Ĥ =

1

2
(H +H∗)

が成り立つ．したがって，M が二重全臍的（あるいは二重自己平行）であるとき，M は ∇g̃ に関して全臍的

（あるいは自己平行）である．

以下，平均曲率ベクトル場や第二基本形式に関して

∥H∥2 = ⟨H,H⟩, ∥h∥2 =

m∑
i,j=1

⟨hij , hij⟩, ⟨h, h∗⟩ =
m∑

i,j=1

⟨hij , h
∗
ij⟩

などの表記を用いることにする．ここで，hij = h(ei, ej)，h∗
ij = h∗(ei, ej)である．

統計部分多様体に対して，統計曲率テンソルを用いたガウス方程式，コダッチ方程式，リッチ方程式が成り

立つ．

命題 4.3 (M̃, ∇̃, g̃)の統計部分多様体 (M,∇, g)とし，S̃ と S をそれぞれの統計曲率テンソルとする．この

とき，任意の X,Y, Z ∈ Γ(TM)，ξ ∈ Γ(T⊥M)に対して以下が成り立つ：

(1) 2(S̃(X,Y )Z)⊤ = 2S(X,Y )Z −Ah(Y,Z)X +Ah(X,Z)Y −A∗
h∗(Y,Z)X +A∗

h∗(X,Z)Y,

(2) 2(S̃(X,Y )Z)⊥ = (∇Xh)(Y, Z)− (∇Y h)(X,Z) + (∇∗
Xh∗)(Y, Z)− (∇∗

Y h
∗)(X,Z),

(3) 2(S̃(X,Y )ξ)⊤ = (∇Y A)ξX − (∇XA)ξY + (∇∗
Y A

∗)ξX − (∇∗
XA∗)ξY

(4) 2(S̃(X,Y )ξ)⊥ = 2S⊥(X,Y )ξ − h(X,AξY ) + h(Y,AξX)− h∗(X,A∗
ξY ) + h∗(Y,A∗

ξX),



ここで，( )⊤ と ( )⊥ はそれぞれ g̃ に関する TM 上と T⊥M 上への直交射影であり，∇は

(∇Xh)(Y, Z) = DXh(Y, Z)− h(∇XY, Z)− h(Y,∇XZ),

(∇XA)ξY = ∇X(AξY )−ADXξY −Aξ∇XY.

である．

注意 4.4 ガウス方程式は次のように書き換えることができる：

2⟨S̃(X,Y )Z,W ⟩ = 2⟨S(X,Y )Z,W ⟩
− ⟨h(Y, Z), h∗(X,W )⟩+ ⟨h(X,Z), h∗(Y,W )⟩
− ⟨h∗(Y, Z), h(X,W )⟩+ ⟨h∗(X,Z), h(Y,W )⟩.

更に，スカラー曲率に関して次が成り立つ：

ρ =

m∑
i,j=1

⟨S̃(ei, ej)ej , ei⟩+m2⟨H,H∗⟩ −
m∑

i,j=1

⟨h(ei, ej), h∗(ei, ej)⟩

= 2
∑

1≤i<j≤m

K̃(ei ∧ ej) +m2⟨H,H∗⟩ −
m∑

i,j=1

⟨h(ei, ej), h∗(ei, ej)⟩.

ここで，K̃は (M̃, ∇̃, g̃)の統計断面曲率である．

3次元ユークリッド空間内の曲面の各点で ∥Ĥ∥2 ≥ (ガウス曲率)というオイラー不等式が成り立ち，各点

で等号が成立する場合は平面または球面に限られる．この不等式を統計断面曲率を用いて統計部分多様体の場

合に一般化したものが次の定理である．

定理 4.5 (m+ p)次元統計多様体 (M̃, ∇̃, g̃)のm次元統計部分多様体 (M,∇, g)に対して，次が成り立つ：

∥H∥2 + ∥H∗∥2 ≥ 8

m3

2ρg − ρ−
m∑

i,j=1

(2Kg̃(ei ∧ ej)− K̃(ei ∧ ej))

 .

点 x ∈ M で等号が成立するための必要十分条件は，(i) m ≥ 3かつ xが二重自己平行となること，または (ii)

m = 2かつ xが二重全臍的となることである．

系 4.6 (m+ p)次元統計多様体 (M̃, ∇̃, g̃)のm次元統計部分多様体 (M,∇, g)に対して，次を得る：

(1) (M̃, ∇̃, g̃)が統計断面曲率一定 cであるとき， 次が成り立つ：

∥H∥2 + ∥H∗∥2 ≥ 8

m3

2ρg − ρ− 2

m∑
i,j=1

Kg̃(ei ∧ ej) +m(m− 1)c

 .

(2) (M̃, ∇̃, g̃)がヘッセ断面曲率一定 k であるとき，次を得る：

∥H∥2 + ∥H∗∥2 ≥ 8

m3

(
2ρg − ρ+

m(m− 1)k

2

)
.

(3) 点 x ∈ M でこれらの等号が成立するための必要十分条件は，(i) m ≥ 3かつ xが二重自己平行となるこ

と，または (ii) m = 2かつ xが二重全臍的となることである．



N̄(c) = (N̄ , ∇̄, ḡ)を (m + p − 1)次元の統計断面曲率一定 cの統計多様体とし，(I,∇I , (dt)2)と N̄(c)の

f ∈ C∞(I,R+) をワープ関数とする (m + p) 次元標準的ワープ積統計多様体 (M̃, ∇̃, g̃) = I ×f N̄(c) を考

える．

このとき，I ×f N̄(c)のm次元統計部分多様体M に対して，∂0 ∈ Γ(TI) (t ∈ I)の TM 成分を T で表す，

すなわち

T =

m∑
i=1

⟨∂0, ei⟩ei,

とする．

命題 4.7 (m + p)次元の標準的ワープ積統計多様体 I ×f N̄(c)の m次元統計部分多様体 (M,∇, g)に対し

て次が成り立つ：

ρ ≥ m(m− 1)

(
c

f2
−
(
f ′

f

)2
)

− 2(m− 1)

(
c

f2
−
(
f ′

f

)2

+
f ′′

f

)
∥T∥2

+m2⟨H,H∗⟩ − ∥h∥∥h∗∥.

点 x ∈ M で等号が成立するための必要十分条件は h = 0 または h∗ = 0 または定数 µ > 0 が存在して

h∗ = µhとなることである．

定理 4.8 (m + p)次元の標準的ワープ積統計多様体 I ×f N̄(c)の m次元統計部分多様体 (M,∇, g)に対し

て次が成り立つ：

∥H∥2 + ∥H∗∥2 ≥ 8

m3

{
2ρg − ρ− 2

m∑
i,j=1

Kg̃(ei ∧ ej)

+m(m− 1)

(
c

f2
−
(
f ′

f

)2
)

− 2(m− 1)

(
c

f2
−
(
f ′

f

)2

+
f ′′

f

)
∥T∥2

}
.

点 x ∈ M で等号が成立するための必要十分条件は，(i) m ≥ 3かつ xが二重自己平行となること，または (ii)

m = 2かつ xが二重全臍的となることである．

例 4.9 統計多様体として例 3.3の標準的ワープ積統計多様体

(M̃, ∇̃, g̃) = R×cosh(λt) Hm−1(c), m ≥ 2 かつ p ≥ 1,

を考え，この部分多様体として以下の場合を考える．

(1) 定ベクトル (k1, . . . , kp) ∈ Rp−1 × R+ に対して，

M = {(x1, . . . , xm, k1, . . . , kp) ∈ M̃ | (x1, . . . , xm) ∈ Rm}.

を考える．M が各点で命題 4.7の等号を満たすための必要十分条件は |α| ≤ 1である．一方，M で定理 4.8

の等号は成立しない．

(2) 定ベクトル (k1, . . . , kp) ∈ Rp に対して，

M = {(x1, . . . , xm−1, k1, . . . , kp, xm) ∈ M̃ | (x1, . . . , xm) ∈ Rm−1 × R+}



を考えると，M は二重自己平行な統計部分多様体となる．したがって，M の各点で命題 4.7と定理 4.8の等

号が成立する．

(3) 定ベクトル (k1, . . . , kp) ∈ Rp に対して，

M = {(k1, . . . , kp, x1, . . . , xm) ∈ M̃ | (x1, . . . , xm) ∈ Rm−1 × R+}

を考えると，M は二重全臍的な統計部分多様体となる．したがって，M の各点で命題 4.7の等号が成立する．

更に，(i) m ≥ 3かつ λk1 = 0 または (ii) m = 2のとき，それらのとき限り，M の各点で定理 4.8の等号が

成立する．

(4) 定ベクトル (k1, . . . , kp) ∈ Rp−1 × R+ (p ≥ 2)に対して，

M = {(k1, x1, . . . , xm, k2, . . . , kp) ∈ M̃ | (x1, . . . , xm) ∈ Rm}

を考えると，M は二重全臍的な統計部分多様体となる．したがって，M は (i) λk1 = 0かつ |α| ≤ 1 または

(ii) λk1 ̸= 0かつ α = 0 の場合に限り，各点で命題 4.7の等号が成立する．更に，M の各点で定理 4.8の等

号が成立するための必要十分条件はM 次元の次元が 2となることである．

(5) 定ベクトル (k1, . . . , kp−1) ∈ Rp−1 に対して，

M = {(x1, x1, x2, . . . , xm−1, k1, . . . , kp−1, xm) ∈ M̃ | (x1, . . . , xm) ∈ Rm−1 × R+}.

を考える．このとき，M の各点で命題 4.7の等号が成立するための必要十分条件は (i) λ = 0かつ ν = α1 か

つ |α| ≤ 1 または，(ii) λ ̸= 0かつ ν = α1 かつ α = 0である． しかしながら，M で定理 4.8の等号は成立し

ない．
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