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1 導入
シュレディンガー方程式は量子力学を起源とする分散型時間発展偏微分方程式であり, 量子力学に
従う粒子の運動は次のシュレディンガー方程式に従うと考えられている: i∂tu +

1
2m

∆u = V u, t ∈ R, x ∈ Rn,

u(0, x) = φ(x), x ∈ Rn.
(1)

ここで複素数値函数 u（これを波動関数と呼ぶ）は時間と空間の函数であり, その絶対値の 2乗 |u|2

は粒子の確率存在密度を表す. また m > 0は粒子の質量を, 函数 V = V (x)はポテンシャルエネル
ギーを表し, 記号 ∂t = ∂/∂t は時間変数に関する偏微分で, ∆は空間変数に対する方向 2階微分の和

n∑
k=1

∂2/∂2
xk
で与えられる. このとき方程式 (1)は線形シュレディンガー方程式と呼ばれ, 分散型構造

を持つ. すなわち, 波の伝搬速度がその波の振動数に依存し, 高周波ほど空間遠方に逃げて, 振動の
大きい項の効果が早く失われる性質を持つ. ここではポテンシャルエネルギー V が粒子の存在確率
|u|2 に依存する自己誘導モデル V = V (|u|2)を考える. 非線型の自己誘導モデルを備えた初期値問題
(1)は非線型シュレディンガー方程式と呼ばれ、流体力学における渦糸の運動やプラズマ物理におけ
るラングミュアー波の崩壊といった多様な物理現象を記述する.

ここでは自己誘導モデル V = |u|2 をポテンシャルエネルギーに備えた空間 1 次元非線型シュレ
ディンガー方程式の初期値問題を考察する: i∂tu +

1
2
∂2

xu = λ|u|2u, t ∈ R, x ∈ R,

u(0, x) = u0(x), x ∈ R.
(2)

ここで λは複素数値で, その虚部は負である. 係数 λが実数のとき, 初期値問題 (2)の解は任意の時
刻 tについて保存則 ∫

R
|u(t, x)|2 dx =

∫
R
|u0(t, x)|2 dx

を満たす. これは全空間 Rにおける粒子の存在確率が一定であることを意味する. また, 係数 λが実
数であれば, 冪型非線型項の次数 3は初期値問題 (2) の解が自由解 (初期値問題 (1)において V ≡ 0
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としたときの解) に散乱するための臨界指数で Barabu-Ozawa臨界指数である (cf. [1], [10]). 一方,

λの虚部が負であるとき, 方程式 (2)は消散構造を持ち, 解となる粒子の存在確率は時間に関して単調
に減少する (cf. [11], [12]). このとき, 次数 p = 3は解の L2-ノルムが減衰するための臨界指数であ
り, Hayashi-Li-Naumkin [2]は初期値問題 (2)における解の L2-減衰オーダーを求めた. ここで実数
p ≥ 1について, 可積分函数 f の Lp-ノルムとは

‖f‖Lp ≡
( ∫

R
|f(x)|p dx

) 1
p

で与えられる. また, Hoshino [4]は消散型非線型シュレディンガー方程式において, 低い正則性を持
つ時間大域解を構成し, その L2-減衰オーダーが解の滑らかさに依存することを示した. ここでは高
い正則性を持った解の L2-減衰オーダーに関して述べる. そのために以下の函数空間を導入する.

y を Rの元とする. 任意の函数 f ∈ L2(R)で e−yξû ∈ L2(R) を満たすものに対して, 作用素 eiy∂x

を
eiy∂xf ≡ F−1

[
e−yξ f̂

]
= f(x + iy) (3)

で定める. ここで作用素 F はフーリエ変換を表し, 任意の函数 f ∈ L2(R)に対して

F [f ] ≡ 1√
2π

∫
R

e−ixξf(x) dx

である. また, 作用素 F−1 はフーリエ変換 F の逆作要素を表す. このとき, 函数空間 A(R)を

A(R) ≡
{

f ∈ L2(R) ; ‖f‖A ≡ sup
y∈[−1,1]

‖eiy∂xf‖L2 < ∞
}

と定義する. 作用素 eiy∂x は函数 f に対して虚軸方向に y だけ解析接続を行うため, 函数空間 A(R)

に属す函数はすべて解析的である (cf. [13]).

定理 1 (Ogawa-Sato, [9]). 正数 ε0 が存在し, 初期値 u0 ∈ A(R)が条件

‖∂xu0‖A + sup
y∈[−1,1]

‖xeiy∂xu0‖L2 ≤ ε0

を満たすとき, 初期値問題 (2)の解 u ∈ C([0,∞), A(R)) が一意に存在する. また, ある定数 C > 0

が存在し, 任意の時刻 t ≥ ee に対して

‖u(t)‖L2 ≤ C(log log t)
1
2 (log t)−

1
2

が成り立つ.

初期値問題 (2)において, Hs-正則性を持つ解の L2-減衰評価は

‖u(t)‖L2 ≤ Cε(log t)−
s

2s+1+ε (4)

で与えられる (cf. [9]). ここで sは正数で, 定数 Cε > 0は正数 εを 0に近づけたとき, 無限大に発散
する. 解が低い正則性 s ≤ 1を持つ場合, 評価 (4)は論文 [2], [4]における解の L2-減衰評価と一致す
る. 主定理は評価 (4)において, sを無限大に大きくしたときの結果で, 解析的な解に対する L2-減衰
評価を示したものである.



Li-Sunagawa [8]は微分型非線型項を備えた消散型シュレディンガー方程式において, 解の L2-ノ
ルムが対数函数 (log t)−1/2 のオーダーで減衰することを示した. これは非線型項の微分から生じる
フーリエ像 (1 + |ξ|2)が解の漸近形

|û(t, ξ)| ' |û0(ξ)|√
1 + (1 + |ξ|2)|û0(ξ)|2 log t

の可積分性を回復することで得られる減衰オーダーである.

2 主定理の証明
初期値問題 (2) の解 u に対して函数の組を (v, w) ≡ (eiy∂xu, e−iy∂xu) とおく. このとき, 作用素

eiy∂x と時間発展する自由シュレディンガー作用素は可換であり, 非線型項 |u|2uに対する eiy∂x のラ
イプニッツルール: eiy∂x [|u|2u] = (eiy∂xu)2(e−iy∂xu) (cf. [3])から i∂tv +

1
2
∂2

xv = λv2w,

v(0) = eiy∂xu0

(5)

が成り立つ. 主定理 1を示すために初期値問題 (5)の時間大域解を構成する. そのため, 解 v の漸近
形に対して成り立つ以下の常微分不等式を考える:

d

dt
‖eitξ2

v̂(t)‖L2 ≤ Im λ

t

∫
R
|eitξ2

v̂(t)|2(eitξ2
v̂(t))(eitξ2ŵ(t)) dξ + |R(t)|. (6)

ここで R(t) = λt−1

∫
R

{
eitξ2

F [v2(t)w(t)]− (eitξ2
v̂(t))2(eitξ2ŵ(t))

}
||v̂(t)| dξ は剰余項であり, 初期

値に依存する量 ε = ‖∂xu0‖A + sup
y∈[−1,1]

‖xeiy∂xu0‖L2 が十分小さければ, ある定数 C > 0が存在し

て任意の正数 γ ∈ (0, 1)に対し,
|R(t)| ≤ Cε4t−1−γ

が成り立つ (cf. [5], [6]). 従って, 不等式 (6)の右辺第一項に関して, 等式

(eitξ2
v̂(t))(eitξ2ŵ(t)) = (e−yξû(t))(eyξû(t)) = |û(t)|2 ≥ 0

が成り立つことと係数 λの虚部が負であるため, 不等式 (6)の両辺を区間 [t0, t]で積分することで

‖eitξ2
v̂(t)‖L2 ≤ ‖eitξ2

v̂(t0)‖L2 + Cε4 (7)

を得る. ここで時刻 t0 > 0は初期値問題 (5)における解の局所存在時刻を超えないようにとる. ゆえ
に不等式 (7)から, ノルム ‖u(t)‖A の一様有界性が従う.

初期値問題 (2)の解の漸近形に対する常微分不等式

d

dt
‖eit|ξ|2 û(t)‖2

L2 ≤ Im λ

t
‖eit|ξ|2 û(t)‖4

L4 + Cε4t−1−γ

を用いることで解の L2-減衰評価を示す. ここで ε = ‖∂xu0‖A + sup
y∈[−1,1]

‖xeiy∂xu0‖L2 である. 任意

の時刻 t ≥ ee に対して, 函数 r を
r = r(t) ≡ 1

2
log log t



で定め, ノルム ‖f‖L2([−r,r]) を ‖f‖L2([−r,r]) ≡
( ∫ r

−r

|f(x)|2 dx
) 1

2 と表す. このとき, へルダーの不

等式により, 任意の函数 f ∈ L4(R)に対して

‖f‖L2([−r,r]) ≤ (2r)
1
4 ‖f‖L4 (8)

が成り立つ. さらに, ヤングの不等式を用いれば, 不等式

‖f‖2
L2([−r,r]) ≤

|Im λ|
4

(log log t)−1(log t)‖f‖4
L2([−r,r]) + |Im λ|−1(log log t)(log t)−1 (9)

が成り立つ. 不等式 (8)と (9)を用いれば,

d

dt
{(log log t)−1(log t)2‖û(t)‖2

L2}

≤ 2(log log t)−1(log t)t−1
{
‖û(t)‖2

L2([−r,r]) + ‖û(t)‖2
L2(R\[−r,r])

}
+ (log log t)−1(log t)2

{
− |Im λ|

t
‖û(t)‖4

L4 + Cε4t−1−γ
}

≤ 2(log log t)−1(log t)t−1
{( |Im λ|

4
(log log t)−1(log t)‖f‖4

L2([−r,r])

+ |Im λ|−1(log log t)(log t)−1
)

+ ‖û(t)‖2
L2(R\[−r,r])

}
− (2r)−1|Im λ|(log log t)−1(log t)2t−1‖û(t)‖4

L2([−r,r]) + Cε4t−1− γ
2

≤ 2|Im λ|−1t−1 + 2(log log t)−1(log t)t−1‖û(t)‖2
L2(R\[−r,r]) + Cε4t−1− γ

2

(10)

を得る. ここでノルム ‖u(t)‖A の一様有界性から

‖û(t)‖2
L2(R\[−r,r]) ≤ e−2r‖e|ξ|û(t)‖2

L2(R\[−r,r]) ≤ e− log log t‖u(t)‖2
A

≤C(log t)−1
(11)

が従う. 不等式 (10)と (11)を組み合わせることで, ある定数 C > 0が存在して

d

dt
{(log log t)−1(log t)2‖û(t)‖2

L2} ≤Ct−1 + C(log log t)−1t−1 + Cε4t−1− γ
2

≤Ct−1
(12)

が成り立つ. 従って, 不等式 (12)の両辺を区間 [ee, t]で積分することで, 不等式

(log log t)−1(log t)2‖û(t)‖2
L2 ≤C(1 + log t) (13)

を得るため, 任意の時刻 t ≥ ee に対して, 解の L2-減衰評価

‖u(t)‖L2 ≤ C(log log t)
1
2 (log t)−

1
2

を得る.
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