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概要

代数的整数論における古典的なレギュレーターの定義を復習をした後，Beilinsonによるレギュレーター

の定式化や Bloch の高次 Chow 群を用いたモチヴィックコホモロジーの定義を紹介し，計算例として

Kummer曲面上に高次 Chowサイクルを具体的に構成し，レギュレーター写像による値を計算する．

1 レギュレーターの起源：ゼータ関数の特殊値

ゼータ関数がこれほど多くの人に研究されているのは何故だろうか？その一つとして，その整数点における

特殊値*1に様々な情報が込められているからという理由が挙げられる．その代表的なものが次に述べる類数公

式である．まず本節を通して使われる記号を固定しておく．

1. K を代数体，すなわち有理数体 Qの有限次拡大体とする．拡大次数を n = [K : Q]とする．

2. OK はK の整数環，すなわちK における有理整数環 Zの整閉包とする．
3. r1 はK から Rへの体準同型の数，r2 はK から Cへの体準同型のうち，像が Rに入らないものの個数
の 1/2を表す．この時 r1 + 2r2 = nである．

K の Dedekindゼータ関数は，
ζK(s) =

∑
a

(Na)−s (1)

として定義される．ここで aは OK の 0以外のイデアル全体を動き，Naは OK/aの元の数を表す．上の定義

では Re(s) > 1でしか収束しないが，ζK(s)は C上の有理型関数へ解析接続される．この時次の公式が成り立
つ ([Neu99] Chap.VII, Cor.5.11)．

Theorem 1.1. (類数公式)

lim
s→0

ζK(s)s−r1−r2+1 = −hKR
w

(2)

ここで，hK , R,w は K の類数 (代数幾何的に言えば SpecOK の因子類群の位数), レギュレーターおよび K

に含まれる 1のべき根の数を表す．

ここでレギュレーターという数が現れているが，これこそが本稿で説明しようとしているレギュレーター写

像の起源に他ならない．このレギュレーターについてもう少し説明しよう．

X(C)を K から複素数体 Cへの射全体の集合とする．代数幾何的な見方が好きな人は，X = SpecK とし

て，X(C)を X の C有理点全体の集合とみなしてもらえれば，後で高次元に一般化する時も納得がいくと思
う．XC = X ×Q SpecCは Cが代数閉体であることから，図形的に見れば n個の点に分解する．これを環論

*1 本稿で特殊値といった場合は，Laurent級数展開した時の先頭項の係数を指すとする．特に留数なども含まれる．



的に見れば

K ⊗Q C
∏

σ∈X(C)

C

a⊗ b (bσ(a))σ

∼

という自然な C 代数の同型があるということに他ならない．これより特に乗法群の同型 (K ⊗Q C)× ≃∏
σ∈X(C) C× が得られる．これに log | · | : C× −→ Rという写像を合成することによって，

l : (K ⊗Q C)× −→
∏

σ∈X(C)

R

という写像を得る．今，F :
∏

σ∈X(C) R −→
∏

σ∈X(C) R ; (aσ)σ 7→ (aσ)σ という写像*2を考え，F による不変

R部分線型空間を
[∏

σ∈X(C) R
]+
で表すことにする．自然な射 K −→ K ⊗Q Cによって K の乗法群 K× は

(K ⊗Q C)× の部分群とみなせるが，l(K×) ⊂
[∏

σ∈X(C) R
]+
となることがわかる．これにより引き起こされ

る写像

r : K× −→
[∏

σ∈X(C) R
]+

(3)

をレギュレーター写像と言う．レギュレーター写像から，レギュレーターという数は次のようにして得られる．

トレース写像 Tr :
[∏

σ∈X(C) R
]+

−→ Rを各成分の和を与える写像とし，
[∏

σ∈X(C) R
]+
の R部分線型空

間 H をトレース写像の核として定める．OK の乗法群 O×
K は K× の部分群とみなせ，そのレギュレーター写

像による像は H に入り，しかも H 内の完全格子*3となっている ([Neu99] Chap.I, Prop.7.3).

K×
[∏

σ∈X(C) R
]+

O×
K H =

{
x ∈

[∏
σ∈X(C) R

]+
: Tr(x) = 0

}
r

r

H に
[∏

σ∈X(C) R
]+

≃ Rr1+r2 の部分空間としての内積を入れる．この計量に関する r(O×
K)の基本領域の体

積の 1√
r1+r2

倍が類数公式に現れたレギュレーターである．定義によって，Rは log |O×
K |の元の斉次式で書け

ていることがわかる．α が 0でも 1でもない代数的数ならば，logα は Lindemannの定理より超越数である

ことを踏まえると，Rは K が Qでなければ無理数であると期待でき，Dedekindゼータ関数の特殊値に現れ

る無理数部分を担っているように見える．

類数公式は Dedekindゼータ関数の s = 0(あるいは関数等式によって s = 1)における特殊値に関する主張

であったが，それ以外の整数点における特殊値がどうなっているだろうか？試しに類数公式を次のように書き

直してみる [Gei14]．ここで，加群 Aに対して Ator は Aのねじれ部分群，|A|は Aの位数を表すものとする．

lim
s→0

sρζK(s) = −|K0(SpecOK)tor|R
|K1(SpecOK)tor|

(ρ = rankZ K1(SpecOK)) (4)

さらに，Rがレギュレーター写像 r : K1(SpecOK) −→ H の covolume(格子の基本領域の体積)を用いて書け

ていたことを思い出すと，K 群を用いて他の特殊値も表せるのではないかと期待できる．これを定式化したも

のが Lichtenbaum予想であり，Borel[Bo77]によって次の部分的な結果が得られている.

*2 ここで，σ ∈ X(C)に対して，σ は σ と複素共役を合成したX(C)の元を表す．すなわち，F という写像は成分の置換になってい
る.

*3 R線型空間 V の完全格子 Γとは，V のある R基底 x1, . . . xn を用いて Γ = Zx1 + · · ·+ Zxn と表される V の部分 Z加群であ
る．



Theorem 1.2. m を 1 以上の整数として，dm = rank K2m−1(OK) とおく．レギュレーター写像 r :

K2m−1(OK) −→ Rdm は格子を定め，その格子の covolumeを Rm とすると，

lim
s→1−m

(s− 1 +m)−dmζK(s)R−1
m ∈ Q. (5)

これらの結果や予想の経緯は [Ka82]や [Gei14]などの論説がわかりやすいので，興味を持たれた方は読むこ

とをお勧めする．さらに,Blochによって楕円曲線やより一般の曲線に対して K 群を用いたレギュレーターの

定義がなされる [Blo80]ようになると，Dedekindゼータ関数だけでなく，より一般に多様体に付随する「モ

チーフ」のゼータ関数*4L(hi(X), s)の特殊値も K 群を用いて表されるのではないかと考えられるようになっ

た．これを定式化したものが Beilinson予想 [Bei84]である．

2 Beilinson予想

この節では Beilinson予想およびその定式化に用いられるレギュレーター写像を簡単に説明する．Beilinson

予想についてより詳しい説明が知りたい方は [Sch88][Nek91]などを参照していただきたい.X を Cの部分体上
定義されたスムーズな射影多様体とする． X 上のベクトル束のなす圏から構成される高次K 群には，Adams

作用素と呼ばれる作用素の族 {ψk}k≥1 が作用する．X のモチヴィックコホモロジーと呼ばれる Q 線型空
間は，

Hi
M(X,Q(j)) = {x ∈ K2j−i(X)⊗Q : 任意の k ≥ 1に対し，ψk(x) = kjx} (6)

として定義される．このモチヴィックコホモロジーについては，後でK 群を用いない定義を紹介するので，こ

こではこれ以上説明しない．X と SpecCのファイバー積 XC を考えると，普遍 Chern類の理論から，写像

r̃ : Hi
M(XC,Q(j)) −→ Hi

D(X/C,Q(j)) (7)

が定義される．例えば，これは上記の古典的なセッティングでは

log : (K ⊗Q C)× −→
∏

σ∈X(C)

(C/(2π
√
−1Q))

という射になっている．ここで写像の値域は Deligneコホモロジーという，複素多様体 X(C)の構造から定ま
るコホモロジーであり，次のように定義される．

一般に Aを Rの部分環として，複素多様体 X(C)上の層の複体

A(j)·D : 0 −→ A(j) −→ OX(C) −→ Ω1
X(C)/C −→ · · · −→ Ωj−1

X(C)/C −→ 0 (8)

を考える．ここで，A(j)はX 上の (2π
√
−1)jA値局所定数層であり，A(j) −→ OX(C) は A(j)の元を定数関

数に送る写像である．また，Ωi
X(C)/C は X(C)上の正則 i形式の層である．この層の複体の i番目の超コホモ

ロジー ([Voi07] Section8.1)が Deligneコホモロジー Hi
D(X/C, A(j))である．層の複体からなる短完全列

0 −→ Ω<j
X(C)/C[1]

· −→ A(j)·D −→ A(j) −→ 0 (9)

を考える．ここで，Ω<j
X(C)/C[1]

· は OX(C) −→ Ω1
X(C)/C −→ · · · −→ Ωj−1

X(C)/C という複体を右に 1シフトした

複体である．Hi+1(Ω<j
X(C)/C[1]

·) = Hi
dR(X(C))/F jHi

dR(X(C)) に注意 ([Voi07] Prop.12.26)*5すると，これ

より長完全列

· · · → Hi−1
dR (X(C))/F jHi−1

dR (X(C)) → Hi
D(X/C, A(j)) → Hi

B(X(C), A(j)) (∗)−−→ Hi
dR(X(C))/F jHi

dR(X(C)) → · · ·

*4 ここでは多様体のコホモロジーの Galois表現から作られるゼータ関数と思って頂ければ良い．
*5 Hi

dR，Hi
B はそれぞれ de Rhamコホモロジー，Bettiコホモロジー (特異コホモロジー)である．



が得られる．A を体とすると，Hi
B(X(C), A(j)) ⊗A C = Hi

B(X(C),C) ≃ Hi
dR(X(C))(最後の同型は de

Rhamの定理による)であることから，(9)の短完全列を導来圏の完全三角系列で考えれば，(∗)の射は係数拡
大Hi

B(X(C), A(j)) → Hi
B(X(C),C) ≃ Hi

dR(X(C))と商をとる射の合成であることがわかる．さらに i < 2j

とすると，A ⊂ Rおよび係数の複素共役の作用を考えて，Hi
B(X(C), A(j)) ∩ F jHi

dR(X(C)) = 0がわかるの

で，(∗)は単射で，

Hi−1
dR (X(C))/(F jHi−1

dR (X(C))⊕Hi−1
B (X(C), A(j))) ≃−→ Hi

D(X/C, A(j)) (10)

という表示が得られる．特にA = Rの時は，C = R(j)⊕R(j−1)という同型から，Hi−1
dR (X(C))/Hi−1

B (X(C),R(j)) ≃
Hi−1

B (X(C),R(j − 1))となるので，次の R線型空間の完全列が得られる．

0 −→ F jHi−1
dR (X(C)) −→ Hi−1

B (X(C),R(j − 1)) −→ Hi
D(X/C,R(j)) −→ 0 (11)

特に X が Q上のスムーズ射影多様体となっているとする．次の事実を使う．

1. X の代数的 de Rhamコホモロジー Hi
alg,dR(X)およびそのフィルトレーション F jHi

alg,dR(X)が定義

され，これらは Q線型空間となる．
2. XC の代数的 de RhamコホモロジーおよびフィルトレーションはHi

alg,dR(XC) ≃ Hi
alg,dR(X)⊗Q Cお

よび F jHi
alg,dR(XC) ≃ F jHi

alg,dR(X)⊗Q Cを満たす．
3. X(C) の複素多様体としての構造から定まる通常の解析的 de Rham コホモロジーと XC の代数的 de

Rhamコホモロジーは一致して，Hi
alg,dR(XC) ≃ Hi

dR(X(C))となる．

これより，特に F jHi−1
dR (X(C)) ≃ F jHi−1

alg,dR(X) ⊗Q C には複素共役の作用が定義されるが，この作用は
Hi−1

B (X(C),R(j−1))に対する複素共役の作用 (コホモロジーの係数の複素共役作用+複素共役が引き起こす

位相空間 X(C)上の連続写像による作用)と同変になっていることがわかる ([Del77], Prop1.4)．これにより

(11)の各項における複素共役の作用を考えて，Deligneコホモロジーにも複素共役の作用が引き起こされる．

この作用による不変部分空間を取ることで，Deligneコホモロジーの実部分 Hi
D(X/R,R(j))が定義される．

0 −→ F jHi−1
alg,dR(XR) −→ Hi−1

B (X(C),R(j − 1))(−1)j−1

−→ Hi
D(X/R,R(j)) −→ 0 (12)

これは前節で紹介した古典的な X = SpecK のセッティングで見ると，H1
D(X/C,R(1)) =

∏
σ∈X(C) R から

H1
D(X/R,R(1)) =

[∏
σ∈X(C) R

]+
を取ったことに対応している．

今，上で定義した写像 r̃ : Hi
M(XC,Q(j)) −→ Hi

D(X/C,Q(j))に対して，さらに

Hi
M(X,Q(j)) −→ Hi

M(XC,Q(j))
r̃−→ Hi

D(X/C,Q(j)) −→ Hi
D(X/C,R(j)) (13)

を合成すると，その像は Deligneコホモロジーの実部分に入り，レギュレーター写像

r : Hi
M(X,Q(j)) −→ Hi

D(X/R,R(j)) (14)

が定義される．これが上で見た r : K× −→
[∏

σ∈X(C) R
]+
に対応している．O×

K ⊂ K× というK× の部分加

群の像は値域において格子になっていたことを思い出すと，Beilinson予想の前半の部分は次のように定式化

できる．

Conjecture 2.1. (Beilinson予想 1) X の SpecZ上のモデル X に由来するような整数部分と呼ばれるモチ
ヴィックコホモロジーの部分Q線型空間Hi

M(X,Q(j))Z を考える．この時，i+1
2 < j ならば，レギュレーター

写像 (14)による整数部分の像を考えると，Deligneコホモロジーに Q構造*6が入る．また， i+1
2 = j の時は，

*6 R線形空間 V に対して，Q構造とは V の部分 Q線形空間W で，W ⊗ R ≃ V となるものである．



余次元 j − 1 の X 上の代数的サイクルをホモロジカル同値で割った N j−1(X) という加群を用いて，レギュ

レーター写像を少し修正した

Hi
M(X,Q(j))⊕ (N j−1(X)⊗Z Q) −→ Hi

D(X/R,R(j)) (15)

という写像を考え，整数部分 Hi
M(X,Q(j))Z および N j−1(X) ⊗Z Q の基底の像を考えると，これは同じく

Deligneコホモロジーに Q構造を定める．

i+1
2 = j の時の修正は，古典的なセッティングにおいて，O×

K の像が
[∏

σ∈X(C) R
]+
全体ではなく，そのト

レース 0 の部分空間 H の完全格子になっていたことの類似である．これにより，(12) の各項に Q 構造が入
る*7．(12)の各項を次元の回数だけウェッジ積をとることで定まる自然な同型

max∧
F jHi−1

dR (XR)⊗R

max∧
Hi

D(X/R,R(j)) ≃
max∧

Hi−1
B (X,R(j − 1))(−1)j−1

(16)

を通じて両辺の Q構造を比較すると，値 c ∈ R×/Q× が得られる．すると，Beilinson予想の後半は次のよう

に述べられる．

Conjecture 2.2. (Beilinson予想 2) モチーフのゼータ関数 L(hi−1(X), s)の s = i− j における Laurent展

開の先頭項は cと Q× 倍のズレを除いて一致する．

Beilinson 予想が成り立つことが確かめられているのは，Beilinson 自身によるモジュラー曲線の場合や

Blochによる虚数乗法を持つ楕円曲線の場合など数少ない．それらのケースについては，次の 3つのステップ

によりなされている．

1. モチヴィックコホモロジーの整数部分の元をランクの分だけ構成する．

2. 構成した元のレギュレーター写像による像 (+α)が Hi
D(X/R,R(j))において R基底となっていること

を確かめる．

3. その基底による Q構造と，de Rhamコホモロジー，Bettiコホモロジーの Q構造を比較して，モチー
フの L関数の特殊値と Q× 倍の差を除いて一致することを確かめる．

一般の多様体について Beilinson予想を考えると，そもそもモチーフの L関数の解析接続性は現状多様体のモ

ジュラー性がわかっていないと確かめることが出来ないため，それが未解決である以上，そもそも (3)は一般

の多様体に対しては問題として well-definedであるかどうかすらわかっていない．

そこで (3)は一旦置いておき，モチヴィックコホモロジーの整数部分の元のレギュレーターによる像の値は

どうなるか？という問題を考えてみる．もしそのレギュレーターの値がある特殊関数の特殊値で書けたとする

と，Beilinson予想が正しいとすれば，それらはモチーフの L関数の特殊値と関連づけられるはずなので，そ

の特殊関数は数論的に興味深い性質を持つことが期待される．本稿の一番最初に出てきた log がその最も簡

単な例だが，ポリログ関数 [Neu88]や超幾何関数 [AO18]なども，レギュレーターの値として現れることが分

かっている．特に虚数乗法を持つ楕円曲線の場合は，一旦超幾何関数を用いてレギュレーターの値を表し，超

幾何関数と L関数の特殊値を比較して Beilinson予想を確かめるという別証明が知られている [Ito18]ことか

らも，このことが本来の Beilinson予想へのアプローチになりうるということがわかる.

そこで本稿の残りの部分では，「レギュレーターの値として現れる特殊関数はどのようなものか？」という

ことを念頭に，ある種の K3曲面のモチヴィックコホモロジーの元を構成し，そのレギュレーターによる値の

*7 de Rhamコホモロジーには，同型 F jHi
alg,dR(XR) ≃ F jHi

alg,dR(X)⊗Q Rから定まる Q構造が，Bettiコホモロジーには係

数拡大 Hi−1
B (X(C),R(j − 1)) ≃ Hi−1

B (X(C),Q)⊗Q R(j − 1)から定まる Q構造が入る．



計算例を紹介する．これらの結果は筆者の修士論文 [Sat19]の結果であり，より良い結果が [Sat20]において

載る予定なので興味を抱かれた方は一瞥していただけると幸いである．

3 Blochの高次 Chow群と高次 Chowサイクルの構成例

高次K 群を用いたモチヴィックコホモロジーの定義は，レギュレーターの定義が自然に定まるというメリッ

トがある一方で，具体的な元の構成には向かない．そこで，Blochにより構成された高次 Chow群 [Blo86]を

用いる．高次 Chow群を用いたモチヴィックコホモロジーの定義は後述するように高次 K 群を用いた定義と

(良い条件のもとで)同値であるだけでなく，K 群を用いたものよりも精密な Z係数のモチヴィックコホモロ
ジー Hi

M(X,Z(j))であると考えられている [Gei14].この節では高次 Chow群の定義および具体的な元の構成

の方法を説明する．なお，高次 Chow 群の定義は位相幾何における特異ホモロジー群と似ているところがあ

り，以下はそれを念頭に読まれるとわかりやすいかもしれない．

以下 k を体とし，X を k 上有限型で，同余次元的な分離的スキーム ([SS12]定義 0.2.6)とする．非負整数 q

に対し，
∆q = Spec k[T0, . . . , Tq]/(T0 + · · ·+ Tq − 1) ≃ Aq

k (17)

と置く．これは特異ホモロジーにおける q 単体の類似である．さらに，∂i : ∆q−1 ↪→ ∆q を，Ti に 0を代入す

る，という環の射から定まる正則閉埋め込みとし，その像が定める閉部分スキームを ∆q の面という．特異ホ

モロジーでは，q 単体から位相空間への連続写像によって生成される自由加群からなる複体を考えるが，代数

幾何では射の条件が強く，それでは足りないため，X ×k ∆
q の閉部分スキームが生成する自由加群*8から複体

を作る．より正確には

Zp(X, q) = Z{Z ⊂ X ×k ∆q : Z は余次元 pの integral閉部分スキームで，各面と正しく交わる }

di =

q∑
i=0

(−1)i(∂i ×k id)∗ : Zp(X, q) −→ Zp(X, q − 1)

ここで,集合 Aに対して，ZAは Aが生成する自由加群を表し，正則閉埋め込み f に対して，f∗ はサイクル

の引き戻し写像を表す．これより q 番目の項を Zp(X, q)とする複体

· · · dq+2−−−→ Zp(X, q + 1)
dq+1−−−→ Zp(X, q)

dq−→ Zp(X, q − 1)
dq−1−−−→ · · ·

を作り，その q 番目のホモロジー群を高次 Chow群 CHp(X, q)と定める．Blochにより次が示されている．

Theorem 3.1. X が k 上スムーズな準射影多様体の時，Hi
M(X,Q(j)) ≃ CHj(X, 2j − i)⊗Q．

これにより，少なくともスムーズな準射影多様体の時は，高次 Chow群は整数係数のモチヴィックコホモロ

ジーを与えていると考えられている．

以下ではX を k 上正則な 2次元の多様体として，高次 Chow群 CH2(X, 1)の元を「目に見える形で」表示

することを目標する．高次 Chow群に関する次の結果を使う．

1. CH0(X, i) = 0 (i > 0)．([SS12]例 8.1.2)

2. X が正則の時 CH1(X, i) = 0 (i > 1).([SS12]定理 8.3.1)

3. 局所化スペクトル系列 Ep,q
1 =

⊕
x∈X[p]

CHr−p(Specκ(x),−p− q) ⇒ CHr(X,−p− q).

ここで，X [i] は X の余次元 iの点全体の集合,κ(x)で xにおける剰余体を表す．([SS12] 8.4.10)

*8 例えば f : ∆q → X という射はグラフを考えることによって，X ×k ∆q の閉部分スキームとみなせる．



これらより，実際にスペクトル系列を書いてみると，CH2(X, 1)は次の複体のホモロジー群と同型であること

がわかる．
CH2(Specκ(η), 2) −→

⊕
x∈X[1]

CH1(Specκ(x), 1) −→
⊕

x∈X[2]

CH0(Specκ(x), 0)

ここで，ηはX の生成点である．一般に CH0(X, 0)はX の既約成分で生成される自由加群で，X が正則なら

CH1(X, 1) = Γ(X,O×
X)(可逆関数の層の大域切断)であることを用いると，より簡単に次のように書ける．

CH2(Specκ(η), 2) −→
⊕

x∈X[1]

κ(x)×
div−−→

⊕
x∈X[2]

Z (18)

さらに，局所化スペクトル系列の導出を考えると，複体の 2 番目の射は因子類群における div と同様に，

div(f) =
∑

p ordp(f)pというように，重複度こみで零点と極を足し合わせるような射となっている．これよ

り CH2(X, 1)の元は，X 上の曲線 Cj および Cj の関数体の 0でない元 fj 達の組であって，
∑

j div(fj) = 0

を満たすものを用いて，

ξ =

∑
j

(fj , Cj)


と表せることがわかる．要は曲面上に曲線を何本か描き，それらの交点で極と零点をうまく打ち消すように

曲線上の有理関数を定めることが出来れば高次 Chow 群の元を作ることが出来るのである．簡単な構成は

[Lew13]などを見るとしっくりくると思う．

以下では具体的な曲面上で高次 Chowサイクルを構成し，そのレギュレーターによる像を計算することを目

的にする．k を Cの部分体とし，楕円曲線 y2 = x(x− 1)(ax− 1)で表される楕円曲線を Ea と表すことにす

る．楕円曲線 Ea, Eb の直積に付随する Kummer 曲面 X = Km(Ea × Eb) を考える．ここで，Abel 曲面 A

に対して，Aに付随する Kummer曲面 Km(A)とは，ιを x 7→ −xという A上の群構造から定まるインヴォ

リューションとして，

A Km(A)

A/ι

から定まる曲面のことである．ここで，左側の射は ιによる商で，右側の射は商で生じた有理 2重点のブロー

アップである．

X は次のように具体的に構成出来る．楕円曲線 Ea は x = 0, 1, 1a ,∞で分岐する 2重被覆 Ea −→ P1 を持

つことに注意する．今 Y = P1 × P1 の下図にあるメッシュのような因子で分岐する 2重被覆 Ỹ を考えると，

Ỹ は 16個の特異点を持つ．これらの特異点をブローアップすると X = Km(Ea × Eb)が得られる．

次に，Y = P1 × P1 上の対角線 Dを Ỹ に引き戻したものを D̃とし，さらにブローアップ X −→ Ỹ に関す

る D̃ の strict transformationを C とする．

X Ỹ Y

C D̃ D

∪ ∪ ∪

対角線 D は (x, y) = (0, 0), (1, 1)を通り，かつこれらの 2点は Ỹ 上の特異点になっているので，C はこれら

の特異点をブローアップした 2本の例外曲線と下図のように交わる．C −→ D は 2重被覆だから，C は有理

曲線であり，また例外曲線は定義より有理曲線である．登場する曲線が全て有理曲線であることから，各曲線

上の有理関数を，交点で極と零点が上手く打ち消し合うように選んでくることが出来，高次 Chow群の元 ξa,b

を構成することが出来る．
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図 1 左図:分岐する因子と対角線,右図:対角線の引き戻し

4 レギュレーターの計算例の紹介

この節では前の節で構成した X = Km(Ea × Eb) 上の高次 Chow サイクル ξa,b のレギュレーターの「値」

を a, b ∈ C の正則関数として表すことを目標とする．「値」というのはどういう意味かを説明しよう．まず，
考えるべきレギュレーター写像は，次の写像である．

r̃ : CH2(XC, 1) = H3
M(XC,Z(2)) −→ H3

D(X/C,Q(2)) (19)

ここで 2節で定義したレギュレーター写像 r ではなく，r̃ を用いているのが気になる方もおられるかもしれな

いが，これは値域をH3
D(X/C,R(2))に落としてしまうと，正則関数ではなくなってしまい，パラメーター a, b

で微分といったテクニックが使えなくなってしまうという理由による．値域の Deligneコホモロジーは

H3
D(X/C,Q(2)) ≃ H2

dR(X(C))/(F 2H2
dR(X(C))⊕H2

B(X(C),Q(2))) (20)

と表せるが，カップ積による双対*9(H2,0)∨ ≃ H0,2,(H1,1)∨ ≃ H1,1 および

H2(X(C),Z) H2
dR(X(C))∨

γ

(
[ω] 7→ 1(

2π
√
−1
)2 ∫

γ

ω

)

の像が H2
B(X(C),Z)であることを踏まえると，

H3
D(X/C,Q(2)) ≃ (F 1H2

dR(X(C)))∨/H2(X(C),Q(2)) (21)

と表せる．この表示のもとにレギュレーター r̃ を表す公式は，Levine[Lev88] や Kerr,Lewis,Müller-

Stach[KLM06]によって得られていて，

r̃ : CH2(X, 1)hom (F 1H2
dR(X(C)))∨/H2(X(C),Q(2))∑

j

(fj , Cj)

 [ω] 7→
∑
j

1

2π
√
−1

∫
Dj−γj

log(fj)ω +

∫
Γ

ω modH2(X(C),Q(2))



*9 線型空間 V に対し V ∨ は V の双対空間を表すものとする．



となる．CH2(X, 1)hom は CH2(X, 1) の null-homologous サイクル*10からなる部分群であるが，

H1(X(C),Q) = 0 であるような曲面 (例えば K3 曲面) については CH2(X, 1) と一致する．上の記号

において，γj は fj を Cj から P1 への写像と見たときの，0から∞へ実軸に沿って進む道の fj によるひきも

どし f−1
j ([0,∞])である．Γは ∂Γ =

∑
j γj を満たす位相的 2チェインである.ただし，このような Γが存在

することは，
∑

j div(fj) = 0という条件から
∑

j γj は X 内の閉路となることと，null-homologousという条

件からわかる．

レギュレーターの値を正則関数として表したいので，[ω] を正則 2 形式で代表されるコホモロジー類とし，

r̃(ξa,b)([ω])を計算する．楕円曲線 Ea の周期は超幾何関数を用いて書けることと，Γを上手く取って P1 × P1

に射影することで，次の結果を得る．

Proposition 4.1. [Sat19]

r̃(ξa,b)([ω]) = 2

∫ 1

0

ds√
s(s− 1)(as− 1)

∫ s

0

dt√
t(t− 1)(bt− 1)

∈ C/ ⟨Fi(a)Fj(b) : i, j = 1, 2⟩Q (22)

ここで，⟨Fi(a)Fj(b) : i, j = 1, 2⟩Qは Fi(a)Fj(b)によって生成されるCの部分Q線型空間を表し，F1(z), F2(z)

は Gaussの超幾何関数を使って，
F1(z) = 2F1

(
1
2 ,

1
2 , 1; z

)
F2(z) = 2F1

(
1
2 ,

1
2 , 1; 1− z

) (23)

と表せる正則関数である．

これより，2変数関数 G(a, b)を

G(a, b) = 2

∫ 1

0

ds√
s(s− 1)(as− 1)

∫ s

0

dt√
t(t− 1)(bt− 1)

(24)

とおけば，G(a, b)はレギュレーターの値になっているのではないかと期待できる．ただ，G(a, b)が得体の知

れない部分 Q線型空間 ⟨Fi(a)Fj(b) : i, j = 1, 2⟩Q に入ってしまったら，r̃(ξa,b)([ω]) = 0となり何の情報も得

られない．現状で得られている結果としては a, b ∈ C が十分一般の時，r̃(ξa,b)([ω]) ̸= 0 というものがある．

これは Gが微分方程式

a(1− a)
∂2G

∂a2
+ (1− 2a)

∂G

∂a
− 1

4
G =

2

b− a

(√
b− 1

a− 1
+ 1

)
(25)

を満たすことから，Fi(a)Fj(b)達と正則関数として一次独立ということから従う．この G(a, b)という特殊関

数については既知の特殊関数で表すことは出来ていないが，上の微分方程式が示しているように，超幾何関数

と何らかの関わりがあるように見え，興味深い．
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