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本稿は２０１９年の８月に九州大学で開催された第１３回福岡整数論研究集会で発表した「幾何的視
点から観た Lucas数列～3階の場合」を第１６回数学総合若手研究集会のために再編したものである．
福岡整数論研究集会での講演は整数論研究者を対象としていたが，数学総合若手研究集会はより広い分
野の方々との交流を図るとの趣旨であることから，内容に加除を施した．
本講演では Lucas数列を幾何的視点から考察する方法について，特に 3階の場合を取り上げて説明す

る．線型漸化式

wk+n = P1wk+n−1 + · · ·+ Pn−1wk+1 + Pnwk (P1, . . . , Pn−1, Pn ∈ Z, w0, w1, . . . , wn−1 ∈ Z)

によって定義される数列 (wk)k≥0 は様々な観点から，例えば整数論や組み合わせ論において興味深い
対象であり，膨大な結果が蓄積されている．特に，n = 2, P1 = 1, P2 = 1, w0 = 0, w1 = 1の場合，
(wk)k≥0は Fibonacci数列に他ならず，広くその名が知られている．
諏訪はWard [10]，Laxton [3][4]，青木/酒井 [1]で展開された議論を見直し，群スキームの理論を援

用して Lucas数列を幾何的に観る方法を提示した．2階の場合は [6][7]に詳述されており，一般の場合
は [8]に概略が述べられている．
本論の第１節では，Lucas数列を学部１年の線型代数の観点で捉える方法について振り返る．次に，

第２節で [8]の概略を 3階の場合に限定して，また群スキームの引用は軽くして紹介する．最後に第３
節では Lucas数列以外の線型漸化式を幾何的視点から観る方法について述べる．最後の小節で福岡整数
論研究集会以降に得た結果を追加した．

本稿の題目「幾何的視点から観た Lucas数列～3階の場合」は第１３回福岡整数論研究集会での講演
題目そのままであるが，内容も重複している．第１３回福岡整数論研究集会報告集に論説「幾何的視点
から観た Lucas数列～3階の場合」が掲載される予定であるので，興味を持たれた方はそちらも参照し
ていただきたい．

数学総合若手研究集会で講演する機会を与えてくださった世話人の方々にこの場を借りてお礼申し上
げます．

1 Introduction

定義 1.1. P (t) = tn − P1t
n−1 − · · · − Pn−1t − Pn ∈ Z[t]に伴う Lucas数列とは，線型漸化式 wk+n =

P1wk+n−1 + · · ·+ Pn−1wk+1 + Pnwk と初項 L0 = . . . = Ln−2 = 0, Ln−1 = 1によって定義される数列
(Lk)k≥0のことをいう．

特に，n = 2の場合は P (t) = t2 − Pt+Qと書き，(P,Q)に伴う Lucas数列と呼ぶ．2階の Lucas数
列の一般項は次に示す Binetの公式としてよく知られている．



命題 1.2. （Binetの公式） α, βを二次方程式 t2 − Pt+Q = 0の根とする．α ̸= βならば，各 k ≥ 0

に対して

Lk =
αk − βk

α− β

が成り立つ．

本論の視点をはっきりさせるために，線型代数の講義でしばしば取り上げられる証明について振り
返っておく．

A =

(
0 −Q

1 P

)
とおくと，各 k ≥ 0に対して (

Lk Lk+1

)
=
(
0 1

)
Ak

が成立する．ここで，
(
1 α

)
,
(
1 β

)
はそれぞれ α, βを固有値とするAの固有ベクトルなので，

A =

(
1 α

1 β

)−1(
α 0

0 β

)(
1 α

1 β

)

これから，

Ak =
1

α− β

(
−αkβ + αβk −αk+1β + αβk+1

αk − βk αk+1 − βk+1

)

を，さらに Lk =
αk − βk

α− β
を得る．

補足 1.2.1. α = βのときは，Aの Jordan分解

A =

(
0 −α2

1 2α

)
=

(
α 0

0 α

)
+

(
−α −α2

1 α

)

を考えて，

Ak =

(
(1− k)αk −kαk+1

kαk−1 (1 + k)αk

)
を，さらに Lk = kαk−1を得る．

Lucas数列には多くの先行研究が残されている．特に可除性は大きな研究対象になっている．

定義 1.3. (Lk)k≥0を P (t) = tn − P1t
n−1 − · · · − Pn−1t − Pn ∈ Z[t]に伴う Lucas数列とする．Lucas

数列 (Lk)k≥0 mod mの rank (あるいは，period)を，Lk ≡ 0 mod m, . . . , Lk+n−2 ≡ 0 mod m (ある
いは，Lk ≡ 0 mod m, . . . , Lk+n−2 ≡ 0 mod m,Lk+n−1 ≡ 1 mod m)を満たす正の整数 kが存在する
とき，その最小値として定義する．また，Lucas数列 (Lk)k≥0 mod mの rank (あるいは，period)を
r(m) (あるいは，k(m))と書く．

n = 2の場合には Lucas [5]がこの分野の出発点である次の結果を示した．



定理 1.4. (Lucasの lois de l’apparition et la répétition) P,Qを 0でない整数，(Lk)k≥0を (P,Q)

に伴う Lucas数列とし，pを素数> 2とする．このとき，p ̸ |Qなら (Lk)k≥0の pを法とする rank r(p)

が存在する．さらに，Lk ≡ 0 mod p ⇔ r(p)|k．また，D = P 2 − 4Qとおけば，

(1)
(D
p

)
= 1なら，r(p)|(p− 1)．

(2)
(D
p

)
= −1なら，r(p)|(p+ 1)．

rankと periodの別の視点について考察する．A =

(
0 −Q

1 P

)
∈ M(2,Z)とおく．

観察 1.5. P , Qを 0でない整数，(Lk)k≥0を (P,Q)に伴う Lucas数列とし，pを素数 > 2とする．ま
た，(p,Q) = 1とし，Fpにおける二次方程式 t2 − Pt+Q = 0の根を α, βとする．
(1) α ̸= βの場合，Fpにおいて Lk = (αk − βk)/(α − β)なので，Lk ≡ 0 mod p ⇔ αk ≡ βk mod p．
ここで，

Ak =
1

α− β

(
−αkβ + αβk −αk+1β + αβk+1

αk − βk αk+1 − βk+1

)
なので，αk ≡ βk を代入すると，GL(2,Fp)において A = αkI を，さらに PGL(2,Fp)において A = I

を得る．
(2) α = β場合．Fpにおいて Lk = kαk−1なので，Lk ≡ 0 mod p ⇔ k ≡ 0 mod p．ここで，

Ak =

(
(1− k)αk −kαk+1

kαk−1 (k + 1)αk

)

なので，k ≡ 0 mod pを代入すると，GL(2,Fp)において A = αkI を，さらに PGL(2,Fp)において
A = I を得る．

観察 1.5における kを最小にとることによって Lucasの lois de l’apparition et la répétitionを得る．
また．観察 1.5は次のように定式化できる．

定理 1.6. P,Qを 0でない整数，pを素数> 2とする．また，(p,Q) = 1とし，A =

(
0 −Q

1 P

)
とおく．

このとき，次が成立する．
(1) k(p)はGL(2,Fp)におけるAの位数と等しい．
(2) r(p)は PGL(2,Fp)におけるAの位数と等しい．

このように，Lucas数列の rank，periodに関する議論は有限体を成分にもつ行列の位数に関する議
論に移し替えることができるが，行列の固有値を用いているので，適用できる係数の環は体に限定され
る．しかし，一般の r(m), k(m)や r(pn), k(pn)を考察するには必ずしも体でない Z/mZや Z/pnZの上
で議論を展開しなくてはならない．また，3階以上の線型漸化式を扱う場合には行列による議論だけで
は見通しが悪い．次節では，一般の Lucas数列を体でない場合も含めて rankと periodを記述する方法
について述べる．

2 Lucas sequence

一般の n階の Lucas数列の場合に議論できるが，これ以降は，簡単のために 3階の Lucas数列を扱う．



記号 2.1. Rを環，P (t) = t3 − P1t
2 − P2t− P3 ∈ R[t]とする. また，RNの部分集合 L(P,R)を

L(P,R) = {(wk)k≥0 ∈ RN ; 各 kに対して wk+3 = P1wk+2 + P2wk+1 + P3wk}

によって定義すれば，L(P,R)はRNの部分R加群. L(P,R)の元は多項式 P (t)を特性多項式にもつ線
型漸化式に他ならない. さらに，(wk)k≥0 7→ (w0, w1, w2)によってR同型L(P,R)

∼−→ R3が与えられる．

定義 2.2. R̃ = R[t]/(P (t))とし，R̃ = R[t]/(P (t))において θ ≡ t mod P (t)とおく．また，Dを多項
式 P (t)の判別式とする．このとき，{1, θ, θ2}は R̃の R上の基底をなす．したがって，R̃は Rの上に
有限 flat．さらにDがRにおいて巾零でなければ，R̃⊗R R[1/D]はR[1/D]の上に有限 étaleである．
ρ : R̃ → M(3, R)をR上の基底 {1, θ, θ2}に関するR代数 R̃の正則表現とする．η ∈ R̃のノルムNr η

をNr η = det ρ(η)によって定義する．このとき，「ηが R̃において可逆 ⇔ Nr ηがRにおいて可逆」が
成り立つ．
R準同型 ω : R̃ → Rを

ω(a0 + a1θ + a2θ
2) = a2

によって定義する．さらに，R準同型 ω̃ : R̃ → RNを

ω̃(η) = (ω(θkη))k≥0

によって定義する．

Rの元の列 (wk)k≥0 = (ω(θkη))k≥0は線型漸化式 wk+3 = P1wk+2 + P2wk+1 + P3wkを満たすが，次
の命題によってR加群 L(P,R)と剰余環 R̃ = R[t]/(P (t))とが完全に関係付けられる．

命題 2.3. R準同型 ω̃ : R̃ → RNはR同型 ω̃ : R̃ → L(P,R)を誘導する．ω̃ : R̃ → L(P,R)の逆写像は

(w0, w1, w2, . . .) 7→ w0θ
2 + (w1 − P1w0)θ + (w2 − P1w1 − P2w0)

によって与えられる．

系 2.4. I を R のイデアルとし，η, η′ ∈ R̃ とする．このとき, η ≡ η′ mod I ⇔ L(P,R)において
ω̃(η) ≡ ω̃(η′) mod I．

R加群の同型 ω̃ : R̃
∼→ L(P,R)によって Binetの公式に縛られずに線型漸化式を扱うことができる．

例 2.5. (Lk)k≥0 = ω̃(1) ∈ L(P,R)をP (t)に伴うLucas数列と呼ぶことにする．言い換えれば，(Lk)k≥0

は，線型漸化式 wk+3 = P1wk+2 + P2wk+1 + P3wkと初項 L0 = L1 = 0, L2 = 1によって定義されるR

の元の列である．

観察 2.6. R加群の同型 ω̃ : R̃
∼→ L(P,R)によって L(P,R)に R代数の構造を定義する．このとき,

Lucas数列 (Lk)k≥0 = ω̃(1)は環 L(P,R)の単位元である．さらに，R同型 ω̃ : R̃
∼→ L(P,R)は R̃での

θによる乗法を L(P,R)における項をずらす操作 (wk)k≥0 7→ (wk+1)k≥0に移す．
η ∈ R̃とし，w = ω̃(η) ∈ L(P,R)とおく．さらに∆(w)を∆(w) = Nr ηと定義する．このとき，「w

が L(P,R)において可逆 ⇔ ∆(w)がRにおいて可逆」が成り立つ．

以上の議論をR = Zの場合に適用して，Lucas数列の可除性に関する幾つかの結果を捉え直せる．
同型 ω̃ : R̃

∼→ L(P,Z)によって θn ∈ R̃ = Z[t]/(P (t))は数列 (Ln+k)k≥0に移される．したがって，系
2.4をR = Z, I = mZに適用することによって次の定理を得る．



定理 2.7. mを整数≥ 2とし，(m,P3) = 1と仮定する．このとき，次が成立する．
(1) k(m)は L(P,Z/mZ)× = (Z[t]/(m,P (t)))×における θの位数と等しい．
(2) r(m)は L(P,Z/mZ)×/(Z/mZ)× = (Z[t]/(m,P (t)))×/(Z/mZ)×における θの位数と等しい．

定理 2.7は一般の nについても成り立つ．（3を nに読み替えればよい）定理 2.7の 2階の場合の系と
して，Lucasの lois de l’apparition et la répétition（定理 1.4）が得られる．

最後に，2階の場合に定理 1.6と定理 2.7の関係について述べる．

観察 2.8. 対応 a+ bθ 7→ aI + bAによって埋め込み ρ : Fp[t]/(P (t)) → M(2,Fp)が与えられる．これは
まさに観察 2.2で見た正則表現に他ならない．
定理 2.7は定理 1.6の言い換えになっている．ρ : Fp[t]/(P (t)) → M(2,Fp)により θ は Aに対応す

る．したがって，定理 2.7は rank，periodは PGL(2,Fp), GL(2,Fp)においてではなく，その元となる
(Fp[t]/(P (t))×，(Fp[t]/(P (t))×/(Fp)

×において考えれば十分であることを意味している．
定理 1.6と大きく異なる点は，mは必ずしも素数ではないことである．定理 2.7では Z/mZが体でな

い環である場合にも rank，periodを群の元の位数としてとらえることができる．

3 Geometric aspects

最後に，Lucas数列の rankと periodを群の作用の観点から捉え直す方法について述べる．ここでは，
GP (R) = (R[t]/(P (t)))×, G(P )(R) = (R[t]/(P (t)))×/R×と記すことにする．

記号 3.1. Rを環，P (t) = t3 − P1t
2 − P2t − P3 ∈ R[t]とする．また，P3は Rにおいて可逆と仮定す

る．このとき，
Θ = [θによって生成されるGP (R)の部分群]

と定義する．

Laxton [3][4]はG(P )(Q), G(P )(Z(p)), G(P )(Z/pNZ)におけるΘ軌道分解について考察していると解
釈できる．青木-酒井 [1]はGP (Z(p))に属さない線型漸化式に対しても Laxtonの議論を適用する方法を
提示した．以上の先行研究の群スキームの理論を援用した定式化については，2階の場合は諏訪が [7][8]

において徹底して議論していて，さらに [9]で一般の階数の場合に定式化が進めている．以下，その概
略を 3階の場合に説明する．

観察 3.2. GP (R)の部分群Θは群の同型 ω̃ : GP (R)
∼−→ L(P,R)×を通して乗法によってL(P,R)の上に

左から作用する．このとき，観察 2.6で見たように，(wk)k≥0 ∈ L(P,R)のΘ軌道は {(wk+l)k≥0 ; l ∈ Z}
によって与えられる．
また，L(P,R) の上への Θ の左作用は L(P,R)/R× の上への Θ の左作用を誘導する．[(wk)k≥0] ∈

L(P,R)/R×のΘ軌道は {[(wk+l)k≥0] ; l ∈ Z}によって与えられる．

観察 3.3. PicR = 0と仮定する．L(P,R)◦ = {(wk)k≥0 ∈ L(P,R) ; (w0, w1, w2) = R}とおく．こ
のとき，L(P,R)◦は GP (R) = L(P,R)×の L(P,R)の上への作用に対して安定．したがって，乗法群
R× ⊂ GP (R)のL(P,R)の上への作用に対しても安定．PicR = 0なので，P2(R) = L(P,R)◦/R×を得
る．このとき，GP (R)の L(P,R)◦の上への作用はG(P )(R) = GP (R)/R×の L(P,R)◦/R× = P2(R)の
上への作用を誘導する．
w = (wk)k≥0のL(P,R)◦/R× = P2(R)における類を [w] = (w0 : w1 : w2)で表わす．(w0 : w1 : w2) ∈

Pn−1(R) = L(P,R)◦/R×のΘ軌道は {(wl : wl+1 : wl+2) ; l ∈ Z}によって与えられる．



例 3.4. P (t) = t3 − P1t
2 − P2t− P3 ∈ Z[t]，(Lk)k≥0を P (t)に伴う Lucas数列とする．また，mを整

数≥ 2とし，(m,P3) = 1と仮定する．このとき，L(P,Z/mZ)における ω̃(1)のΘ軌道は乗法群

GP (Z/mZ) = L(P,Z/mZ)× ⊂ L(P,Z/mZ)

の θによって生成される部分群に他ならない．したがって，L(P,Z/mZ)における ω̃(1)のΘ軌道の長
さは Lucas数列 (Lk)k≥0の period mod mに一致する．また，L(P,Z/mZ)/(Z/mZ)×における ω̃(1)の
Θ軌道は

G(P )(Z/mZ) = L(P,Z/mZ)×/(Z/mZ)× ⊂ L(P,Z/mZ)/(Z/mZ)×

の θによって生成される部分群に他ならない．したがって，L(P,Z/mZ)/(Z/mZ)×における ω̃(1)のΘ

軌道の長さは Lucas数列 (Lk)k≥0の rank mod mに一致する．

観察 1.5では素数 pに対して Lucas数列の rank mod pをは射影線型群 PGL(2,Fp)によって解釈し
たが，上記の議論によって一般の整数mに対しても観察 1.5における議論が定式化された．

観察 3.3より PicR = 0のとき，同型写像 ω̃によって G(P )(R) ⊂ P2(R)と見ることができる．ここ
で，R[t]/(P (t))が体でなければ G(P )(R) ⊊ P2(R)となり２つの集合の元の個数に差が現れる．特に
R = Fp (pは奇素数)において得られた結果を次に示す．

観察 3.5. pは素数> 2とする．GP (Fp) = (Fp[t]/(P (t)))×およびG(P )(Fp) = (Fp[t]/(P (t)))×/F×
p の構

造は Fp[t]における P (t)の既約分解によって決定される. したがって，P2(Fp)とG(P )(Fp)との元の個
数の差は Fp[t]における P (t)の既約分解によって現れる．ここで#P2(Fp) = p2 + p+ 1である．

(1) P (t)が Fp[t]において既約のとき Fp[t]/(P (t))は体となり，同型 G(P )(Fp)
∼→ P2(Fp)がいえる．し

たがって，P2(Fp)とG(P )(Fp)との元の個数の差はない．

(2) P (t)が Fp[t]において (t − α)Q(t) (α ∈ Fp, Q(t)は Fp[t]において既約)と因数分解されるとき，
G(P )(Fp) ≃ F×

p2
となる．したがって，#P2(Fp) − #G(P )(Fp) = (p2 + p + 1) − (p2 − 1) = p + 2より

p+ 2個の差がある．
この差は次の数列によって現れる．Fp2 [t]においてQ(t) = (t− β)(t − β̄) (β ∈ Fp2 \ Fp)と因数分解す
ると

(a) w = (αk)k≥0の P2(Fp)における [w]のΘ軌道の長さは 1．

(b) w = (λβk + λ̄β̄k : λβk+1 + λ̄β̄k+1 : λβk+2 + λ̄β̄k+2))k≥0 (λ ∈ Fp2)の P2(Fp)における [w]のΘ軌
道の長さは p+ 1の約数．ここで，#(Fp2/F×

p ) = p+ 1である．

(3) P (t)が Fp[t]において (t − α)(t − β)(t − γ) (α, β, γ は Fp の相異なる元)と因数分解されるとき，
G(P )(Fp) ≃ Fp × Fpとなる．したがって，#P2(Fp)−#G(P )(Fp) = (p2 + p+ 1)− (p− 1)2 = 3pより
3p個の差がある．
この差は次の数列によって現れる．

(a) w = (αk)k≥0, (β
k)k≥0, (γ

k)k≥0の P2(Fp)における [w]のΘ軌道の長さは 1．

(b) w = (αk + cβk)k≥0, (α
k + cγk)k≥0, (β

k + cγk)k≥0 (c ∈ F×
p )の P2(Fp)における [w]のΘ軌道の長さ

は p− 1の約数．ここで，3×#F×
p = 3(p− 1)である．

(4) P (t)が Fp[t]において (t−α)2(t−β) (α, β,は Fpの相異なる元)と因数分解されるとき，G(P )(Fp) ≃
Fp × F×

p となる．したがって，#P2(Fp)−#G(P )(Fp) = (p2 + p+ 1)− p(p− 1) = 2p+ 1より 2p+ 1個
の差がある．この差は次の数列によって現れる．



(a) w = (αk)k≥0, (βk)k≥0の P2(Fp)における [w]のΘ軌道の長さは 1．

(b) w = (αk + cβk)k≥0 (c ∈ F×
p )の P2(Fp)における [w]の Θ軌道の長さは p − 1の約数．ここで，

#F×
p = p− 1である．

(c) w = (kαk−1 + cαk)k≥0 (c ∈ Fp)の P2(Fp)における [w]のΘ軌道の長さは p．ここで，#Fp = pで
ある．

(5) P (t)が Fp[t]において (t − α)3と因数分解されるとき，G(P )(Fp) ≃ F×
p × F×

p となる．したがって，
#P2(Fp)−#G(P )(Fp) = (p2 + p+ 1)− p2 = p+ 1より p+ 1個の差がある．
この差は次の数列によって現れる．

(a) w = (αk)k≥0の P2(Fp)における [w]のΘ軌道の長さは 1．

(b) w = (kαk−1 + cαk)k≥0 (c ∈ Fp)の P2(Fp)における [w]のΘ軌道の長さは p．ここで，#Fp = pで
ある．
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