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概 要

Kadomtsev-Petviashvili (KP)方程式は、浅水波を記述する非線形波動方程式の 1つとし

て知られており、ソリトン解と呼ばれる指数関数で表される解をもつ。最近の研究ではソリト

ン解の形は、従来考えられていたよりも複雑な形をしていることが発見された。本講演では、

KP方程式のソリトン解の形を考察する。また、Kodama-Williamsの論文で導入されたソリト

ングラフと、ソリトン解の形を比較して得られた結果を紹介する。

1 導入

非線形偏微分方程式の厳密解を求めることは一般には大変難しく，解の存在すら保証されない

ものが多い．しかし，非線形可積分方程式系と呼ばれる，具体的に解を求めることのできる一群

の方程式が存在する．本講演で扱うKP方程式が，その代表的なものである．KP方程式は浅水波

(浅い水面を進行するソリトン)を記述する非線形波動方程式の 1つとして知られている．ソリト

ンとは孤立波の一種である．ソリトンは，同じ形を保ったまま伝播し，さらにソリトン同士が衝

突してもそれぞれの形は変化しない，という性質をもつ．

KP方程式は，2 + 1次元 (空間 2次元 (x, y)+時間 1次元 t)の非線形偏微分方程式であり，

　 (−4ut + uxxx + 6uux)x + 3uyy = 0 (1)

で表される (下付の添字は，その変数での微分を表す)．KP方程式 (1)において uを

　 u = 2(log τ)xx (2)

とすると，τ に関する双線形方程式

　 (D4
x − 4DxDt + 3D2

y)τ・τ = 0 (3)

に変換できる．ただし，D∗は広田微分とする．(3)をKP方程式の双線形形式という．



1.1 ソリトン解のグラフ

自然数N,MはN < Mをみたすとする．以下で使う記号
([M ]

N

)
を導入する．この記号は，[M ] :=

{1, . . . ,M}の集合の中のN 個の元からなる部分集合のなす集合である．

N ×M 行列A := (aij)と，M 個のパラメータ κ1 <… < κM に対して，次の定理が成り立つ．

定理 1.1. 次で与えられる関数 τ は，KP方程式の双線形形式 (3)の解である：

　τ(x, y, t) =
∑

I∈([M ]
N )

∆I(A)KIe
∑N

i∈I θi(x,y,t)， θi(x, y, t) = κix+ κ2i y + κ3i t. (4)

これを，ソリトン解という．ここで，∆I(A)は I = {i1, i2, . . . , iN}に対応する列を選んで作成し

た，行列AのN ×N 小行列式であり，KI は {κ1, κ2, . . . , κN}の差積である．つまり，

　∆I(A) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a1i1 · · · a1iN
...

...

aNi1 · · · aNiN

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
， KI :=

∏
1≤m<l≤N

(κil − κim)

である．

ソリトン解は，指数関数の和で表すことができるのが特徴である．ここで，ソリトン解 τ の正

値性について考える．
　κ1 < κ2 < · · · < κM (5)

よりKI > 0ゆえ，行列Aを

　∆I(A) ≥ 0 ∀I ∈
(
[M ]

N

)
(6)

をみたすようにとれば，すべての x, y, tに対して，τ(x, y, t) ≥ 0となる．このとき，元の u =

2(log τ)xxは特異点をもたないので，物理的に起こり得る解である．したがって，「∆I(A) ≥ 0をみ

たす行列Aが決まれば，ソリトン解が決まる」といえる．∆I(A) ≥ 0をみたす行列Aは，後述す

る L-diagramと呼ばれる組合せ論的に定義された図形から構成される．

以下では，N = 1,M = 3を例にソリトン解の構造を考える．このとき，ソリトン解は

　τ = a11e
θ1 + a12e

θ2 + a13e
θ3 , θj = κjx+ κ2jy + κ3j t

である．ここで，θ̃j = θj + log a1j とおくと，τ = eθ̃1 + eθ̃2 + eθ̃3 となる．ソリトンの形は，ソリ

トン解の主要項 (τ に含まれる指数関数の中で一番大きい項) に注目して解析することができる．τ



の主要項が eθ̃i(i = 1, 2, 3)の場合，τ ≈ eθ̃i と近似できるので，u = 2(log τ)xx ≈ 2(θ̃i)xx = 0とな

る．つまり，主要項が現れる部分では，高さがほぼ 0に等しい．eθ̃i が主要項になる領域と eθ̃j が

主要項になる領域の境界に直線 θ̃i = θ̃j が現れ，θ̃i = θ̃j の近くのみグラフが見える．eθ̃i が主要項

になる領域と eθ̃j が主要項になる領域の境界に現れるソリトンのことを [i, j]−ソリトンと呼ぶ．
[1,3]

[1,2] [2,3]

eθ̃3

eθ̃2

eθ̃1

1.2 ソリトングラフ

ソリトングラフは，ソリトン解の主要項 (τ に含まれる指数関数の中で最大の項)に注目して解

析することから発想を得ている．主要項があるところでは，u ≈ 0 となるので，主要項の境界が

ソリトンとして見えるのである．これを数学的に議論するために，以下では tropical limitという

極限を導入して主要項を取り出し，ソリトングラフを定義する．

N ×M 行列Aに対して，M(A) :=
{
I ∈

([M ]
N

)
: ∆I(A) ̸= 0

}
とする．変数 (x, y, t)を ε > 0を

用いて x → x
ε , y → y

ε , t → t
ε と変換すると，(4)より

　

τA

(
x

ε
,
y

ε
,
t

ε

)
=

∑
J∈M(A)

exp

{
1

ε
ΘJ(x, y, t) + log∆I(A)KI

}
,

ΘJ(x, y, t) =
N∑
j∈J

θj(x, y, t)

となる．

定義 1. 関数 τA(x, y, t)の tropical limit [5]を

fM(A)(x, y, t) := lim
ε→+0

(ε log τA)

で定義する.



例えば，τ(x, y, t) = aeθ1 + beθ2 + ceθ3 (a, b, c > 0)の場合で考えると，

τA

(
x

ε
,
y

ε
,
t

ε

)
= ae

θ1(x,y,t)
ε + be

θ2(x,y,t)
ε + ce

θ3(x,y,t)
ε

であるので，θ1 > θ2, θ3の場合，

ε log τA = ε log
(
ae

θ1
ε + be

θ2
ε + ce

θ3
ε

)
= ε log e

θ1
ε

(
a+ be

θ2−θ1
ε + ce

θ3−θ1
ε

)
= θ1 + ε log

(
a+ be

θ2−θ1
ε + ce

θ3−θ1
ε

)
となる．ここで，θ2 − θ1 > 0, θ3 − θ1 > 0より，e

θ2−θ1
ε → 0, e

θ2−θ1
ε → 0 (ε → +0)ゆえ，

fM(A)(x, y, t) = lim
ε→+0

(ε log τA) = θ1

とわかる．つまり，

fM(A)(x, y, t) = max
J∈M(A)

{ΘJ(x, y, t)}

といえる．

定義 2 (ソリトングラフ). 各 tに対して，ソリトングラフ (Soliton Graphs)を，

{
(x, y) | ∃I ̸= J, fM(A)(x, y, t) = ΘI(x, y, t) = ΘJ(x, y, t)

}
で定義する．つまり，「2つ以上のΘJ(x, y, t)が最大値をとる点」である．

以上より，ソリトングラフは，主要項でない指数項を省いて，さらに 0でない ∆I(A)KI がす

べて 1になった場合を考えていることになる．一方でソリトン解は，主要項でない指数項も係数

∆I(A)KI も考慮している．ゆえにソリトン解とソリトングラフは同じものではない．したがって，

それがどの程度似ているのかを比較することは興味ある問題である．

下のグラフは，N = 1, M = 3に対応するソリトングラフである．ソリトングラフの構成方法

については，後ほど説明する．



2 Le-diagramから行列Aの構成

以下では，∆I(A) ≥ 0をみたす行列Aを構成する方法を説明する．

定義 3 (ヤング図形). λ1 ≥ λ2 ≥… ≥ λl ≥ 0をみたす λ1, λ2, . . . , λlに対して，上から順に λi (i =

1, . . . , l)個ずつ箱を左詰めに並べたものをヤング図形という．ヤング図形を λ = (λ1, λ2, . . . , λl)と

かく．横の並びを行といい，上から第 1行,第 2行などと呼ぶ．縦の並びを列といい，左から第 1

列,第 2列などと呼ぶ．

以下では，1 ≤ N < M をみたす (N,M)を 1つ固定し，縦N 横 (M −N)の長方形の中に入る

ヤング図形を考える．縦N 横 (M −N)の長方形より真に小さな長方形には含まれないようなヤ

ング図形のことを，既約なヤング図形という．

定義 4 (既約な L-diagram). ヤング図形の箱の中に○をいくつか配置した図形を考える．それが

L-diagramであるとは，配置した○の左側全部もしくは上側全部が○であることである． L-diagram

が既約であるとは，次の条件をみたすときをいう：

　
(a) L−diagramを構成するヤング図形λが既約である

(b) λの各行，各列は，少なくとも 1つ空箱を含む

定義 5 (reading order). ヤング図形 λの各箱に，各行で右から左に数が狭義増大，各列で下から

上に数が狭義増大というルールで，1から箱の総数までの自然数を並べたものを，reading order

という．

定義 6 (siの入ったヤング図形). ヤング図形 λの各箱に，si (1 ≤ i ≤ M − 1)を次のルールで配

置する．まず左上角の箱には，sM−N を入れる．sM−N の右隣の箱には sM−N−1を，すぐ下の箱

には sM−N+1を入れる．このように，siの右隣の箱には si−1を入れ，すぐ下の箱には si+1を入れ

る，という作業をヤング図形の箱がすべて埋まるまで続ける．これは 1つのヤング図形に対して，

1通りに決まる．

定義 7 (行列 ϕi). 1 ≤ i ≤ M − 1に対して，M ×M の単位行列の中に 2× 2行列
(

a b

c d

)
を埋

め込んだものを，行列 ϕiと定義する．つまり，

ϕi

(
a b

c d

)
:=



1
. . .

a b

c d
. . .

1





とする．ここで，aは右下角から数えて (i+ 1)番目の対角成分である．さらに，この ϕiを用いて

2つの行列を
　 yi(p) =

(
1 0

p 1

)
, zi = ϕi

(
0 −1

1 0

)
と定義する．ここで，p > 0はパラメータである．

定義 8 ( L-diagramから行列 g). L-diagrmを 1つ考えて，それを構成するヤング図形 λの reading

orderを 1つ決める．ヤング図形 λの箱の総数をmとする．行列 gを，gl (l = 1,…,m)の積で

g := g1 g2 … gm

と定義する．このとき， L-diagramの箱が□なら gl = yil(pl) , ○なら gl = zil とする．ここで，l

は reading orderであり，ilは lに対応する siの添字である．

定義 9 (行列 gから行列A). 縦N横 (M−N)の長方形の中に入る L-diagramから作成したM×M

行列 gにおいて，第 1列から第N 列の列ベクトルを取ってきて，第 (N − k+1)列の要素を下から

読み，それを左から並べて行ベクトルを作る．その行ベクトルを k行とする行列をAとする．つ

まり，

g =


g1,1 · · · gN,1 · · · gM,1

...
...

...

g1,M · · · gN,M · · · gM,M

 7−→ A =


gN,M · · · gN,1

...
...

g1,M · · · g1,1


である．得られる行列Aは，N ×M 行列である．

例 1.

L-diagramが
⃝
で，reading orderが

4 3

2 1

の場合

 s2 s1

s3 s2

：
g = y2(p1) y3(p2) z1 y2(p4)

=


1

1 0

p1 1

1




1 0

p2 1

1

1




1

1

0 −1

1 0




1

1 0

p4 1

1



=


1 0 0 0

p2 1 0 0

p1p2 p1 0 −1

0 p4 1 0


となり，A =

 p4 p1 1 0

0 p1p2 p2 1

 を得る．構成した行列Aは∆I(A) ≥ 0をみたしている．



3 Le-diagramからソリトングラフの構成

Kodama-Williamsのアルゴリズムを用いると， L-diagramからソリトングラフを構成できる．

まず L-diagramからソリトングラフを構成する過程で用いる，pipedreamを導入する：

1. L-diagramから始めて，空箱と○の入った箱を次のように置き換える．

2. L-diagramの右·下の境界に沿って，右上角から左下角まで時計回りに 1からM までラベル

をつける．

3. まずは，右·下の境界から始めて bridgeを通らず pipeのみを通って左·下の境界にたどりつ

くまで進む．その際，1つの箱を出るたびに 2.でつけたラベルを pipeにつけていく．

4. 次に，右·下の境界から始めて ●なら右に曲がり○なら左に曲がるというルールで，左·下の

境界にたどりつくまで進む．その際，1つの箱を出るたびに 2.でつけたラベルを pipeにつ

け，さらに，bridgeを通るたびに bridgeにもつける．

pipedreamの，3.と 4.でつけた添字が 1つだけの pipeを削除する．さらに，出ている pipeと

bridgeの数の和が 2である●と○を消去する．こうしてできた図を reduced pipedreamという．

例 2.
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reduced pipedreamによりグラフの概形が決まる．得られた reduced pipedreamからソリトン

グラフを描くには，「直線の傾き」と「○と●で表される頂点の座標」が必要である．直線 [i, j]は，

θi = θj で与えられ，

[i, j]：x+ (κi + κj)y + (κ2i + κiκj + κ2j )t = 0



で表される．頂点の座標 v[a,b,c]は，θa = θb = θcで与えられ，

v[a,b,c] = ((κaκb + κaκc + κbκc)t,−(κa + κb + κc)t)

で表される．a < b < cとなる [a, b], [a, c], [b, c]は，ある 1点 v[a,b,c]で交わるYソリトンを構成す

る．Yソリトンには 2つのタイプがある：
[a,c]

[a,b] [b,c] [a,c]

[a,b][b,c]( I ) ( II )

ソリトングラフを構成するKodama-Williamsのアルゴリズムを導入する：� �
アルゴリズム 10 (既約な L-diagramからソリトングラフ). [1]

1. L-diagramから reduced pipedreamを描く．

2. v[a,b,c] = ((κaκb + κaκc + κbκc)t,−(κa + κb + κc)t) (a < b < c)の形で，○と●に座標

を与える．

3. xy平面上にこれらの点をプロットし，それぞれの点に３本の直線をひく．もし○なら

( I )のように，もし●なら ( II )のように直線 [i, j]をひく．

4. もし 1.の図形で，○や●をもたない線で添字をもつものがあれば，無限の直線 [i, j]を

かく．� �
4 ソリトン解のグラフとソリトングラフの比較

⃝ ： ソリトン解のグラフ ソリトングラフ

ソリトン解のグラフとソリトングラフは，グラフの概形は似ており，グラフを構成しているそれ

ぞれの直線の傾きはほぼ同じである．
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