
FRT構成法の一般化とその応用

北海道大学大学院 理学院 数学専攻

乙戸勇大 (Yudai OTSUTO)

概要

ヤン・バクスター方程式は，双代数の研究において重要な役割を果たす．余擬三角と呼ばれる

性質を持つ双代数からはヤン・バクスター方程式の解を構成でき，ヤン・バクスター方程式の解

からは余擬三角な双代数を構成できる（FRT構成法）．この結果は林（1993）により，有向グラ

フ上のヤン・バクスター方程式の解と余擬三角な面代数の関係性へと一般化された．本ポスター

では林の結果のさらなる一般化として，有向グラフ上のヤン・バクスター方程式を用いた左双亜

代数の構成法，およびその応用について紹介する．本ポスターの一部内容は澁川陽一氏（北海道

大学）との共同研究に基づく．

1 導入

ヤン・バクスター方程式 [1, 9]（YBE）は，双代数やホップ代数の研究において重要な役割を果た

してきた．余擬三角と呼ばれる性質を持つ双代数により YBEの解（R-行列）が得られる事はよく知

られた事実である．これに対し，Faddeev-Reshetikhin-Takhtajan は，R-行列を用いて，双代数を

構成した（FRT構成法 [6]）．この双代数は余擬三角であり，上で述べた事実と対をなす主張が得ら

れる．後に FRT構成法は様々な研究がなされ，林による有限集合上の quiverとその YBEによる弱

双代数の構成 [7]，Etingof-Varchenkoによる YBEにパラメータを付け加えて一般化したダイナミ

カル・ヤン・バクスター方程式およびその解（ダイナミカル R-行列）を用いた h-双亜代数の構成，

およびその表現のなすテンソル圏の研究 [5]がある．一方，Drinfel’d [4]の提唱により，YBEの集

合論的解（ヤン・バクスター写像）の研究も始まり、のちに澁川によりダイナミカル・ヤン・バクス

ター写像（DYBM）へと一般化された [13, 14]．また，澁川および竹内は不変条件を持つ有限集合上

の DYBMを用いた左双亜代数の構成およびその表現のなすテンソル圏の研究を行った [15, 16]．

本稿では林の結果 [7] のさらなる一般化，及びその応用について紹介する．[7] の結果は，quiver

上の YBE の解を用いた左双亜代数の構成法へと拡張できる．また，松本-清水は澁川および竹内

（[13, 14]）による弱双代数，およびそれと同様の設定で構成される林 [7]の弱双代数との間に準同型

写像を構成した [8]．本稿では，[7]の結果の拡張を用いた [8]の一般化についても述べる．

本稿は次のように構成される．2節では [6]に従い，FRT構成法について紹介する．3節では [10]

に従い，[7]における weak bialgebraの構成法の一般化を行う．具体的には，有限集合 Λ上の quiver

Q（source mapを s，target mapを tで表す），およびそのファイバー積 Q(m) = Q×Λ · · · ×Λ Q（

m は正整数）に関する記号 e

[
p

q

]
(p, q ∈ Q(m),m は正整数) を基底とする体 K 上のベクトル空間

G(Q)に積を定義し，ある条件を満たす K-algebra R の元の族 w に関する両側イデアル Iw で割っ



たもの A(w) := R⊗K Rop ⊗K A(w)/Iw に余積，余単位射を定義することで左双亜代数が得られる．

ただし，Rop は Rの opposite K-algebraとする．4節では，3節の結果を用いた応用について紹介

する．4.1節では [11]に従い， [15, 16]における左双亜代数の構成法の一般化を行う．X を有限集

合，MΛ(R)を Λから Rへの写像全体のなす K-algebraとし，

HX := (MΛ(R)⊗K MΛ(R)op)
⊔

{Lab | a, b ∈ X}
⊔

{(L−1)ab | a, b ∈ X}

とする．K-free algebra K⟨HX⟩ のある条件を満たす MΛ(R) の元の族 σ に関する両側イデアル

Iσ に関する商を Aσ := K⟨HX⟩/Iσ とする．この Aσ には左双亜代数の構造が与えられる．4.2

節では [10] に従い，4.1 節の左双亜代数 Aσ と同様の設定のもとで構成される 3 節の左双亜代数

A(wσ) := A(w) との間に準同型写像 Φ : A(wσ) → Aσ を構成する．この結果は， [8] の一般化と

なっている．

なお，本稿 4.1節は澁川陽一氏（北海道大学）との共同研究に基づいている．

2 先行研究：双代数の定義と FRT構成法

本節では [6]に従い，ヤン・バクスター方程式（YBE）の解を用いた双代数の構成法（FRT構成

法）を紹介する．なお，この節以降，Kを体とする．

定義 2.1. V を K-ベクトル空間とする．線形同型 R : V ⊗K V → V ⊗K V が以下の関係式を満たす

とき，ヤン・バクスター方程式（YBE）の解であるという．

(R⊗ idV ) ◦ (idV ⊗R) ◦ (R⊗ idV ) = (idV ⊗R) ◦ (R⊗ idV ) ◦ (idV ⊗R)

dimKV = n < ∞，V の基底を {vi | 1 ≤ i ≤ n}とする．Rの V ⊗K V の基底に関する像を

R(vi ⊗ vj) =
∑

1≤k,l≤n

cijkl(vk ⊗ vl) (1 ≤ i, j ≤ n, cijkl ∈ K)

とかく．

集合 {tij |1 ≤ i, j ≤ n} で生成される K-free algebra を K⟨tij |1 ≤ i, j ≤ n⟩ とする．また，以下
の元により生成される K⟨tij |1 ≤ i, j ≤ n⟩ の両側イデアルを IR とし，その商を AR := K⟨tij |1 ≤
i, j ≤ n⟩/IR とおく． ∑

1≤x,y≤n

cxyik tyjtxl −
∑

1≤x,y≤n

cljxytkytix (1 ≤ ∀i, j, k, l ≤ n)

定義 2.2. B を K-algebra とする．3 つ組 (B,∆, ε) が双代数であるとは，∆: B → B ⊗K B,

ε : B → Kが K-algebraの準同型写像であり，以下の可換図式を満たすことである．

B
∆ //

∆

��

B ⊗K B

∆⊗idB

��
B ⊗K B

idB⊗∆
//B ⊗K B ⊗K B

B

≃

xxrrr
rrr

rrr
rr

∆

��

≃

&&LL
LLL

LLL
LLL

K⊗K B B ⊗K B
ε⊗idB

oo
idB⊗ε

// B ⊗K K



定理 2.3 ([6]). (AR,∆, ε)は双代数．

∆(tij + IR) =
∑

1≤k≤n

tik + IR ⊗ tkj + IR

ε(tij + IR) =δi,j

ここで δi,j ∈ K (1 ≤ i, j ≤ n)は Kroneckerのデルタを意味する．

例 2.4. R(v ⊗ w) = w ⊗ v (v, w ∈ V )は YBEの解となる．このとき，IR の生成元は

tijtkl − tkltij (1 ≤ ∀i, j, k, l ≤ n)

となり．AR は n2-変数多項式環 K[tij |1 ≤ i, j ≤ n]と同型である．

3 主結果：左双亜代数 A(w)

定理 2.3の結果は，のちに林 [7]により，有向グラフ上のヤン・バクスター方程式の解を用いた弱

双代数 A(w)の構成法へと一般化された．本節では [7]の結果を左双亜代数 A(w)の構成法へと拡張

する．

定義 3.1. Λ を空でない集合とする．2 つの写像 s, t : Q → Λ を持つ集合 Q を Λ 上の quiver と呼

ぶ．sおよび tはそれぞれ source map, target mapと呼ばれる．

m ∈ Z≥0 に対し，ファイバー積と呼ばれるものを Q(0) := Λおよび Q(m) := {q = (q1, . . . , qm) ∈
Qm | t(qi) = s(qi+1), 1 ≤ ∀i ≤ m − 1} (m > 0) と定義する．Q(m) (m > 0) は s(q) = s(q1),

t(q) = t(qm)と定義することにより Λ上の quiverとなる．Q(0) も s = t = idΛ により Λ上の quiver

である．

Λを空でない有限集合，Qを Λ上の有限な quiverとする．G(Q)を記号 e

[
p

q

]
(p, q ∈ Q(m),m ∈

Z≥0)を基底とする K-ベクトル空間とする:

G(Q) :=
⊕

p,q∈Q(m),m∈Z≥0

K e

[
p

q

]

G(Q)は以下の積により K-algebraとなる:

e

[
p

q

]
e

[
p′

q′

]
= δt(p),s(p′)δs(q),t(q′)e

[
pp′

qq′

]
1G(Q) =

∑
λ,µ∈Λ

e

[
λ

µ

]

ただし，p, q ∈ Q(m), p′, q′ ∈ Q(n), m,n ∈ Z≥0 である．K-algebra Rに対し，MΛ(R)を Λから R

への写像全体のなす K-algebra，w
[

a
c b
d

]
∈ R ((a, b), (c, d) ∈ Q(2))と定義する．また，Iw を以下



の元で生成される K-algebra H(Q) := R⊗K Rop ⊗K G(Q)の両側イデアルとする．∑
(x,y)∈Q(2)

w
[ x
a y

b

]
⊗ 1R ⊗ e

[
x

c

]
e

[
y

d

]

−
∑

(x,y)∈Q(2)

1R ⊗w
[ c
x d

y

]
⊗ e

[
a

x

]
e

[
b

y

]
(∀(a, b), (c, d) ∈ Q(2)) (3.1)

ただし，Rop は Rの opposite K-algebraである．w = {w
[

a
c b
d

]
}(a,b),(c,d)∈Q(2) とし，A(w)を商

A(w) := H(Q)/Iw で定義する．

定義 3.2. 左双亜代数 AL := (A,L, sL, tL,∆L, πL)は，以下を満たす 6つ組である:

1. A, Lは環であり，環準同型写像 sL : L → A, tL : Lop → Aは

sL(l)tL(l
′) = tL(l

′)sL(l) (∀l, l′ ∈ L) (3.2)

を満たす．また，以下で左作用と右作用を定義し，Aを (L,L)-両側加群とみなす．

l · a · l′ := sL(l)tL(l
′)a (l, l′ ∈ L, a ∈ A)　 (3.3)

2. (L,L)-両側加群の準同型写像 ∆L : A → A⊗L A, πL : A → Lは，以下の可換図式を満たす．

A
∆L //

∆L

��

A⊗L A
∆L⊗idA //(A⊗L A)⊗L A

≃
uukkkk

kkkk
kkkk

kk

A⊗L A
idA⊗∆L

//A⊗L (A⊗L A)

A

≃

yyrrr
rrr

rrr
rr

∆L

��

≃

%%LL
LLL

LLL
LLL

L⊗L A A⊗L A
πL⊗idA

oo
idA⊗πL

// A⊗L L

3. ∆L, πL は以下を満たす．

a[1]tL(l)⊗ a[2] = a[1] ⊗ a[2]sL(l) (3.4)

∆L(1A) = 1A ⊗ 1A (3.5)

∆L(ab) = ∆L(a)∆L(b) (3.6)

πL(1A) = 1L (3.7)

πL(asL(πL(b))) =πL(ab)= π(atL(πL(b))) (∀l ∈ L,∀a, b ∈ A) (3.8)

ただし，∆L(a) = a[1] ⊗ a[2]．(3.6)の右辺は，(3.4)により well-definedとなる．

定理 3.3 ([10]). 以下の条件を満たすとき，A(w)は左双亜代数．w
[

a
c b
d

]
∈ Z(R) (∀(a, b), (c, d) ∈ Q(2))

s(a) ̸= s(c) or t(b) ̸= t(d) ⇒ w
[

a
c b
d

]
= 0

(3.9)

ただし，Z(R)は Rの中心を表す．

写像 sMΛ(R) : MΛ(R) → A(w), tMΛ(R) : MΛ(R)op → A(w)を以下で定義する．

sMΛ(R)(f) =
∑

λ,µ∈Λ

f(λ)⊗ 1R ⊗ e

[
λ

µ

]
+ Iw

tMΛ(R)(f) =
∑

λ,µ∈Λ

1R ⊗ f(λ)⊗ e

[
µ

λ

]
+ Iw (f ∈ MΛ(R))



これらの写像は (3.2)を満たす K-algebraの準同型写像である．よって，A(w)は (3.3)の作用によ

り (MΛ(R),MΛ(R))-両側加群となる．

I2 を元 tMΛ(R)(f)⊗ 1A(w) − 1A(w) ⊗ sMΛ(R)(f) (∀f ∈ MΛ(R))で生成される A(w)⊗K A(w)の

右イデアルとする．写像 ∆MΛ(R) の構成の準備として，K-線形写像 ∇ : H(Q) → A(w) ⊗K A(w)を

以下で定義する．

∇(r ⊗ r′ ⊗ e

[
p

q

]
) =

∑
u∈Q(m)

(r ⊗ 1R ⊗ e

[
p

u

]
+ Iw)⊗ (1R ⊗ r′ ⊗ e

[
u

q

]
+ Iw)

ただし，r, r′ ∈ R, p, q ∈ Q(m), m ∈ Z≥0．∇は積構造を保つ写像である．

命題 3.4 ([10]). ∇(Iw) ⊂ I2.

本命題により K-線形写像 ∇̃(α + Iw) = ∇(α) + I2 (α ∈ H(Q))が導かれる．A(w) ⊗K A(w)/I2

と A(w) ⊗MΛ(R) A(w) は Z-加群として同型であるため，Z-加群の準同型写像 ∆MΛ(R) : A(w) →
A(w) ⊗MΛ(R) A(w) を ∇̃ から構成できる．∆MΛ(R) は (MΛ(R),MΛ(R))-両側加群の準同型写像で

ある．

続いて，写像 πMΛ(R) : A(w) → MΛ(R)を構成する．まず K-線形写像 ζ : H(Q) → EndK(MΛ(R))

を以下で定義する．

ζ(r ⊗ r′ ⊗ e

[
p

q

]
)(f) = δp,q(rf(t(q))r

′)Mδs(q) (f ∈ MΛ(R))

ここで rM , δλ ∈ MΛ(R) (r ∈ R, λ ∈ Λ)は rM (µ) = r, δλ(µ) = δλ,µ (µ ∈ Λ)なる写像である．

命題 3.5 ([10]). ζ(Iw) = {0}.

本命題により，写像 ζ(α + Iw) = ζ(α) (α ∈ H(Q))は well-definedであり，さらに K-algebraの

準同型写像である．この ζ により写像 πMΛ(R) を以下で定義する．

πMΛ(R) : A(w) ∋ a 7→ ζ(a)(1MΛ(R)) ∈ MΛ(R)

この πMΛ(R) は (MΛ(R),MΛ(R))-両側加群の準同型写像である．

∆MΛ(R), πMΛ(R) は定義 3.2 の可換図式，および (3.4) - (3.8) を満たす．よって，6 つ組

(A(w),MΛ(R), sMΛ(R), tMΛ(R),∆MΛ(R), πMΛ(R))は左双亜代数である．

4 応用

4.1 左双亜代数 Aσ

この節では [11]に従い，[15, 16]における左双亜代数の構成法の一般化を行う．

Λを空でない有限集合，X を有限集合とする．σab
cd ∈ MΛ(R) (a, b, c, d ∈ X)，σ = {σab

cd}a,b,c,d∈X，

Gを Λから Λへの全単射全体のなす群の opposite groupとする．Gは Λに次のようにして右から

作用する: λα = α(λ) (λ ∈ Λ, α ∈ G)．

HX := (MΛ(R)⊗K MΛ(R)op)
⊔

{Lab | a, b ∈ X}
⊔

{(L−1)ab | a, b ∈ X}



とし，K⟨HX⟩をHX で生成される K-free algebraとする．また，Iσ を以下の元 (1)～(5)で生成さ

れる K⟨HX⟩の両側イデアルとし，Aσ := K⟨HX⟩/Iσ と定める．

(1) ξ + ξ′ − (ξ + ξ′), cξ − (cξ), ξξ′ − (ξξ′) (∀c ∈ K,∀ξ, ξ′ ∈ MΛ(R)⊗K MΛ(R)op).

ξ+ ξ′ は，K⟨HX⟩の和，(ξ+ ξ′)は，MΛ(R)⊗K MΛ(R)op の和を表す．積やスカラー倍につ

いても同様．

(2)
∑
c∈X

Lac(L
−1)cb − δa,b,

∑
c∈X

(L−1)acLcb − δa,b (∀a, b ∈ X).

(3) (Tdeg(a)(f)⊗ 1MΛ(R))Lab − Lab(f ⊗ 1MΛ(R)),

(1MΛ(R) ⊗ Tdeg(b)(f))Lab − Lab(1MΛ(R) ⊗ f),

(f ⊗ 1MΛ(R))(L
−1)ab − (L−1)ab(Tdeg(b)(f)⊗ 1MΛ(R)),

(1MΛ(R) ⊗ f)(L−1)ab − (L−1)ab(1MΛ(R) ⊗ Tdeg(a)(f)) (∀f ∈ MΛ(R),∀a, b ∈ X).

degは X から Gへの写像．

(4)
∑

x,y∈X

(σxy
ac ⊗ 1MΛ(R))LydLxb −

∑
x,y∈X

(1MΛ(R) ⊗ σbd
xy)LcyLax (∀a, b, c, d ∈ X).

(5) ∅ − 1MΛ(R) ⊗ 1MΛ(R)

∅は空語を表す．

定理 4.1 ([11]). 以下の条件を満たすとき，Aσ は左双亜代数．{
σab
cd(λ) ∈ Z(R) (∀λ ∈ Λ,∀a, b, c, d ∈ X)

λ deg(d) deg(b) ̸= λ deg(c) deg(a) ⇒ σbd
ac(λ) = 0

(4.1)

写像 sMΛ(R) : MΛ(R) → Aσ, tMΛ(R) : MΛ(R)op → Aσ を以下で定義する．

sMΛ(R)(f) = f ⊗ 1MΛ(R) + Iσ

tMΛ(R)(f) = 1MΛ(R) ⊗ f + Iσ (f ∈ MΛ(R))

sMΛ(R), tMΛ(R) は (3.2)を満たす K-algebraの準同型写像である．したがって，(3.3)により，Aσ は

(MΛ(R),MΛ(R))-両側加群となる．

I2 を元 tMΛ(R)(f)⊗ 1A(w) − 1A(w) ⊗ sMΛ(R)(f) (∀f ∈ MΛ(R))で生成される Aσ ⊗K Aσ の右イデ

アルとする．写像∆MΛ(R) の構成の準備として，K-algebraの準同型写像∆ : K⟨HX⟩ → Aσ ⊗K Aσ

を，以下で定義する．

∆(ξ) = sMΛ(R) ⊗ tMΛ(R)(ξ) (ξ ∈ MΛ(R)⊗K MΛ(R)op)

∆(Lab) =
∑
c∈X

Lac + Iσ ⊗ Lcb + Iσ (a, b ∈ X)

∆((L−1)ab) =
∑
c∈X

(L−1)cb + Iσ ⊗ (L−1)ac + Iσ

∇(Iσ) ⊂ I2 であることから，K-線形写像 ∆̃(α + Iσ) = ∆(α) + I2 (α ∈ H(Q)) が導かれる．

Z-加群として Aσ ⊗K Aσ/I2 ∼= Aσ ⊗MΛ(R) Aσ であるため，Z-加群の準同型写像 ∆MΛ(R) : Aσ →
Aσ ⊗MΛ(R) Aσ を ∆̃から構成できる．∆MΛ(R) は (MΛ(R),MΛ(R))-両側加群の準同型写像である．



続いて，πMΛ(R) の構成を行う．K-algebraの準同型写像 χ : K⟨HX⟩ → EndK(MΛ(R))を，以下

で定義する．

χ(ξ) = ζ(ξ) (ξ ∈ MΛ(R)⊗K MΛ(R)op)

χ(Lab) = δa,bTdeg(a)

χ((L−1)ab) = δa,bTdeg(a)−1 (a, b ∈ X)

ただし，ζ(f ⊗ g) = ρl(f)ρr(g), ρl(f)(h) = fh, ρr(g)(h) = hg (f, g, h ∈ MΛ(R))である．この χ

は χ(Iσ) = {0}を満たす．よって，χ(α + Iσ) = χ(α) (α ∈ K⟨HX⟩)は well-definedな K-algebra

の準同型写像となる．

χを用いて，写像 πMΛ(R) : Aσ → MΛ(R)を以下で定義する．

πMΛ(R)(a) = χ(a)(1MΛ(R))

これは，(MΛ(R),MΛ(R))-両側加群の準同型である．

∆MΛ(R), πMΛ(R) は定義 3.2 の可換図式，および (3.4) - (3.8) を満たす．よって，6 つ組 Aσ :=

(Aσ,MΛ(R), sMΛ(R), tMΛ(R),∆MΛ(R), πMΛ(R))は左双亜代数である．

4.2 左双亜代数の準同型写像 Φ : A(wσ) → Aσ

この節では [10]に従い，4.1節の左双亜代数 Aσ と同様の設定のもとで構成される 3節の左双亜代

数 A(wσ) := A(w)との間に準同型写像 Φ : A(wσ) → Aσ を構成する．本節の結果は [8]の一般化で

ある．　

Aσ を 4.1 節で構成された左双亜代数とする．Λ 上の quiver Q を，Q := Λ × X, s(λ, x) = λ,

t(λ, x) = λ deg(x) (λ ∈ Λ, x ∈ X) と定める．また，R の元の族 wσ := w は以下を満たすと仮定

する．

w

[
(λ,a)

(µ,c) (λ′,b)

(µ′,d)

]
= δλ,µσ

ba
dc(λ) (∀((λ, a), (λ′, b)), ((µ, c), (µ′, d)) ∈ Q(2))

この条件により，(3.9)を満たし，左双亜代数 A(wσ) := A(w)が構成できる．

定義 4.2. AL = (A,L, sL, tL,∆L, πL), A
′
L′ = (A′, L′, sL′ , tL′ ,∆L′ , πL′) を左双亜代数とする.環準

同型写像の組 (Φ: A → A′, ϕ : L → L′)が左双亜代数の準同型写像 AL → A′
L′ であるとは，以下の

条件を満たすことである．

sL′ ◦ ϕ = Φ ◦ sL (4.2)

tL′ ◦ ϕ = Φ ◦ tL (4.3)

πL′ ◦ Φ = ϕ ◦ πL (4.4)

∆L′ ◦ Φ = (Φ⊗ Φ) ◦∆L (4.5)

写像 Φ⊗ Φ : A⊗L A → A′ ⊗L′ A′ は，条件 (4.2), (4.3)により，well-definedとなる．

定理 4.3 ([10]). K-線形写像 Φ : H(Q) → Aσ を，以下で定義する．

Φ(r ⊗ r′ ⊗ e

[
p

q

]
) = (rMδs(p) ⊗ r′Mδs(q))Lx1y1 . . . Lxmym + Iσ (r, r′ ∈ R, p, q ∈ Q(m),m ∈ Z≥0)



ただし，p = ((λ1, x1), . . . , (λm, xm)), q = ((µ1, y1), . . . , (µm, ym))．このとき，Φ(Iwσ ) = {0} で
あり，左双亜代数の準同型写像 (Φ : A(wσ) → Aσ, idMΛ(R)) (Φ(α + Iwσ

) = Φ(α), α ∈ A(wσ)) を

導く．
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