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概要

算術的離散集合とは合同不定方程式を満たすという意味で算術的に定義される離散集合を指

す．先行研究では，原始的格子点 Γ(d)および ΓPPT = {(m,n) ∈ Z2 | gcd(m,n) = 1, m−n ≡
0 (mod 2)} に対する点の分布に関連する定理およびその数論的な応用の結果が示されている．
本発表では先行研究の結果を少し述べ，ΓPET = {(m,n) ∈ Z2 | gcd(m,n) = 1, m − n ≡
0 (mod 3)} の点の分布と原始的 Eisenstein数の漸近挙動との関連を述べる．最後に準結晶との

関連も多少ではあるが述べる．

1 序

物質，特に固体には原子配列に周期的な構造を持つ結晶 (例：ダイヤモンド)，全く規則性が存

在しないアモルファス (例：ガラス) の 2 種類しか存在しないとされてきた．しかし，1986 年に

D. Shechtmanによって結晶でもアモルファスでもない構造を持つ物質 (Al-Mn合金)，すなわち結

晶ほど原子配列が強固ではないにしろ，アモルファスほど無規則でないような構造をもつ物質が発見

され，今日それを準結晶という．準結晶は物理や化学の分野で物性等が研究されている一方で未だわ

からないことも多い．

準結晶は物質であるので物理的，化学的な対象だが原子を「点」とすることで物質を離散集合とし

て捉えることができるから数学的な対象になる．数学的に構造を考察する際に重要なのは，与えられ

た離散集合の点が平面や空間内でどのように分布しているかを明らかにすることである．実は数学の

範囲でも「準結晶とは何か？」という問の答えに合意はなされていないものの，ここでは「Poisson

の和公式」の一般化を満足する離散集合とする (定義には様々な流儀がある)．

図 1 ペンローズ・タイル

準結晶の数学的例としては，ペンローズ・タイル (図 1)のような高次元結晶から「cut and projection

method」により得られるクラス，結晶構造の非通約的な摂動により得られるクラスなどがあるが，砂



田 [1]は「算術的」な構成により得られるクラスを扱い，以下の 2つの離散集合の点の分布を調べた．

Γ(d) := {(x1, . . . , xd) ∈ Zd | gcd(x1, . . . , xd) = 1},
ΓPPT := {(m,n) ∈ Γ(2) | m− n ≡ 0 (mod 2)}

Γ(d) は原始的格子点と呼ばれる集合で，砂田 [1] は Γ(d) が準結晶でないにしろ近い構造を持つこ

と，ΓPPT が上記の意味で準結晶であることを示した．さらに，そのフィードバックとして Γ(d)の

点の分布と Gauss の数学日記の既約分数に対する問題 (1796/9/6) との関連，ΓPPT の点の分布と

Lehmerの原始的 Pythagoras数の漸近挙動定理 [2]との関連を示した．

本研究では，
ΓPET := {(m,n) ∈ Γ(2) | m− n ≡ 0 (mod3)}

の点の分布を考察し，そのフィードバックとして原始的 Eisenstein数の漸近挙動を与えた．ここで，

自然数の三つ組 (x, y, z)が x2 + xy + y2 = z2，gcd(x, y, z) = 1を満たすとき原始的 Eisenstein数

(PET)であるという．原始的 Pythagoras数 (PPT)については x2 + y2 = z2，gcd(x, y, z) = 1を

満たす自然数の三つ組 (x, y, z)を指し，直角三角形の辺の長さに対する等式であるのに対して，PET

は 1つの角が 120◦ であるような鈍角三角形の辺の長さに対する等式である．
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図 2 Γ(2)
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図 3 ΓPPT
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図 4 ΓPET

2 結果

定理 2.1 (Sunada-O. [7]). f : R2 → Cを台がコンパクトな Riemann可積分関数とするとき，次が

成り立つ．

lim
ε→+0

∑
z∈ΓPET

ε2f(εz) =
3

2π2

∫
R2

f(x) dx. (1)

これは ΓPET の点の分布に関連する結果で，この定理 2.1 の f として D1 := {(x, y) ∈ R2 | 0 ≤
x, y ≤ 1}に対する指示関数をとることにより，確率的表現になおす事ができる．

系 2.2. 次が成り立つ．

1. lim
N→∞

1

N
#{(x, y, z) PET | z ≤ N} =

√
3

4π
= 0.1378322 · · · ,

2. lim
N→∞

1

N
#{(x, y, z) PET | x+ y + z ≤ N} =

9

2π2
log

2
√
3

3
= 0.065576 · · · .

2については，PETから誘導される鈍角三角形の周長の漸近挙動である．



3 ΓPET の点の分布について

本節では前節での結果の 1 つである定理 2.1 が ΓPET の点の分布と関連するということを解説す

る．定理 2.1の f として正方領域 D1 = {(x, y) ∈ R2 | 0 ≤ x, y ≤ 1}に対する指示関数をとる．す
なわち

f(x) =

{
1 (x ∈ D1)

0 (x ̸∈ D1)

とする．また，ΓPET の元を z = (m,n)と書き，εz = (εm, εn) ∈ D1 のときのみの和を考えれば良

いということに注意すると

(LHS of (1)) = lim
ε→+0

∑
z∈ΓPET

ε2f(εz) = lim
ε→+0

ε2
∑

(m,n)∈Z2

gcd(m,n)=1
m−n≡0 (mod 3)

0≤m,n≤ε−1

1

となる．ここで，N := ε−1 とすれば，

(LHS of (1)) = lim
N→∞

1

N2
#{(m,n) ∈ N2 | gcd(m,n) = 1, m− n ≡ 0 (mod 3), m, n ≤ N} (2)

となる．一方で，右辺は 3/(2π2)であるから，

系 3.1. lim
N→∞

1

N2
#{(m,n) ∈ Z2 | gcd(m,n) = 1, m− n ≡ 0 (mod 3), 0 ≤ m,n ≤ N} =

3

2π2

を得る．この系 3.1は Z2 平面上の第 1象限に任意に点をとったとき，その座標が互いに素でかつ差

が 3 で割り切れる確率が 3/(2π2) であるということであり，Z2 平面上の第 1 象限上に ΓPET の点

がおおよそ 3/(2π2) の割合で存在するということを主張しているので，そういう意味で定理 2.1 は

ΓPET の点の分布と関連するのである．

4 原始的 Eisenstein数 (PET)について

本節では PETに対する結果の概略を説明する．

4.1 PETとそれへの観察

原始的 Eisenstein数を再度定義しておこう．

定義 4.1 (原始的Eisenstein数，PET). 自然数の三つ組 (x, y, z)が x2+xy+y2 = z2，gcd(x, y, z) = 1

を満たすとき原始的 Eisenstein数 (PET)という．

ただし，(x, y, z)が PETであれば (y, x, z)も PETだが，これらは区別しない．

ここで，PETの作り方の一つを紹介する．



補題 4.2. PET (x, y, z)に対して，次の

m > n, gcd(m,n) = 1, m− n ̸≡ 0 (mod 3) (＊ 1)

を満たす m,n ∈ N が一意的に存在して

(x, y, z) =(m2 − n2, n2 + 2mn,m2 +mn+ n2)または (＊ 2)

(n2 + 2mn,m2 − n2,m2 +mn+ n2)

が成り立つ．逆に (＊ 1)を満たすようなm,n ∈ Nで表現される (＊ 2)は PETである．

では，PETを例を挙げるとともに観察してみよう．以下は PET(x, y, z)の z に対する昇順に並べ

た表で，(xN , yN , zN )は N 番目の PETを表す．また，この表は先の補題 4.2を用いて作成してお

り，PET(x, y, z)と (y, x, z)を区別していないことから (m2 − n2, n2 + 2mn,m2 +mn+ n2)で表

現される形の PETを表示している．

表 1 原始的アイゼンシュタイン数の表

N xN yN zN

1 3 5 7

2 8 7 13

3 5 16 19

4 24 11 31

5 7 33 37

6 35 13 43

7 16 39 49

8 9 56 61

9 45 32 67

10 63 17 73

11 40 51 79

· · ·

N xN yN zN

991 5336 2839 7189

992 3264 4991 7201

993 6319 1521 7201

994 392 7003 7207

995 2425 5688 7213

996 784 6795 7219

997 4085 4264 7231

998 6120 1859 7231

999 6873 680 7237

1000 5115 3173 7243

1001 1568 6355 7267

· · ·

N xN yN zN

2491 17680 807 18097

2492 13432 7155 18103

2493 15933 3752 18103

2494 2945 16456 18109

2495 7191 13409 18109

2496 12136 8679 18109

2497 17399 1345 18109

2498 14065 6384 18121

2499 17112 1883 18127

2500 11473 9432 18133

2501 3565 16104 18151

· · ·

この表の N と zN に注目してみると，

1

73
#{(x, y, z) PET | z ≤ 73} =

10

73
= 0.1369863 · · · ,

1

7243
#{(x, y, z) PET | z ≤ 7243} =

1000

7243
= 0.13806434 · · · ,

1

18133
#{(x, y, z) PET | z ≤ 18133} =

2500

18133
= 0.13787018 · · ·

であるから，#{(x, y, z) PET | z ≤ N}/N (N → ∞)が存在することを示唆している．

4.2 PETの漸近挙動について

本小節では系 2.2の証明の概略を説明する．ただし，2.については 1.と同様の手法のため省略す

る．先行研究 [1]において，次が明らかにされている．



定理 4.3 (Sunada [1]). f : Rd → Cを台がコンパクトな Riemann可積分関数とするとき，次が成

り立つ．

lim
ε→+0

∑
z∈Γ(d)

εdf(εz) = ζ(d)−1

∫
Rd

f(x) dx.

特に，

lim
ε→+0

∑
z∈Γ(2)

ε2f(εz) =
6

π2

∫
R2

f(x) dx

である．

この定理 4.3および定理 2.1を用いれば，

lim
ε→+0

∑
z∈Γ(2)\ΓPET

ε2f(εz) =

(
6

π2
− 3

2π2

)∫
R2

f(x) dx =
9

2π2

∫
R2

f(x) dx (3)

が成り立つ．この (3)に D := {(x, y) ∈ R2 | 0 ≤ x ≤ y, x2 + xy + y2 ≤ 1}に対する指示関数を適
用させる．

x

y
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1
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y = x
x2 + xy + y2 = 1

D

図 5 D

第 3節と同様に，Γ(2) \ ΓPET の元を z = (m,n)と書き，εz = (εm, εn) ∈ D のときのみの和を

考えれば良いということに注意すると，

(LHS of (3)) = lim
ε→+0

∑
z∈ΓPET

ε2f(εz) = lim
ε→+0

ε2
∑

(m,n)∈Z2

m>n>0
gcd(m,n)=1

m−n̸≡0 (mod 3)

m2+mn+n2≤ε−2

1

となる．N := ε−2 とおき，補題 4.2を用いれば，

(LHS of (3)) = lim
N→∞

1

N
#{(m,n) ∈ N2 | m > n, gcd(m,n) = 1,

m− n ̸≡ 0 (mod 3), m2 +mn+ n2 ≤ N}

= lim
N→∞

1

N
#{(x, y, z) PET | z ≤ N}

となる．一方で，

(RHS of (3)) =
9

2π2

∫
D

1 dx =
9

2π2
· vol(D) =

9

2π2
· π

6
√
3
=

√
3

4π



であるから，系 2.2の 1が成り立つ．補題 4.2から，任意の PETに対して (＊ 1)を満たすm,n ∈ N
が「一意的に」存在することから，PETを数え上げるということは (＊ 1)を満たす m,n ∈ Nを数
え上げるということ同義になるということに注意する．

補題 4.2の 2.の場合は (3)に {(x, y) ∈ R2 | 0 ≤ x ≤ y, 2x2 + 3xy + y2 ≤ 1}に対する指示関数
を適用させれば良い．

5 主定理

前節まで本研究の結果およびその概略を記してきたが，本節では定理 2.1をどのように導出したか

ということの概略を説明する．定理 2.1は以下の定理から得られるが，その証明のアイデアは次の節

で述べる．

定理 5.1 (Sunada-O. [7]). f を台がコンパクトな R2 上の関数とし，µをMöbius関数とする．すな

わち，

µ(k) =


1 (k = 1)

(−1)r (k = pi1pi2 · · · pir : pi1 < pi2 < · · · < pirは素数)

0 (その他)

であるとする．ただし，p1 < p2 < · · · は素数全体を表す．このとき，∑
z∈ΓPET

f(z) =

∞∑
k=1

µ(k)

∞∑
h=0

∑
w∈(3Z+1)2

f(k3hw)

+

∞∑
k=1

µ(k)

∞∑
h=0

∑
w∈(3Z−1)2

f(k3hw)

が成り立つ．

この定理 5.1の f(z)として ε2f(εz) (ε > 0)をとり，ε → +0とすると

lim
ε→+0

∑
z∈ΓPET

ε2f(εz) = lim
ε→+0

 ∞∑
k=1

µ(k)

∞∑
h=0

∑
w∈(3Z+1)2

ε2f(εk3hw)


+ lim

ε→+0

 ∞∑
k=1

µ(k)

∞∑
h=0

∑
w∈(3Z−1)2

ε2f(εk3hw)


となるので，和と極限の順序を交換し Riemann和と Riemann積分の関係を用いれば，

lim
ε→+0

∑
z∈ΓPET

ε2f(εz) = 2
∞∑
k=1

µ(k)

k2

∞∑
h=0

1

32h
· 1
9

∫
R2

f(x) dx

となる．ここで，等比級数の和の公式および
∞∑
k=1

µ(k)/k2 = ζ(2)−1 を用いれば

lim
ε→+0

∑
z∈ΓPET

ε2f(εz) =
1

4
ζ(2)−1

∫
R2

f(x) dx =
3

2π2

∫
R2

f(x) dx

を得る．



6 包含排除の原理

包含排除の原理 (Inclusion-Exclusion Principle，IEP で表す) は定理 5.1 を証明するためのアイ

デアの一つであると同時に，様々な問題を解決するための誠に有用な定理の一つである．この IEP

は集合の要素の数に関する式としてよく知られている等式

| A ∪B ∪ C |=| A | + | B | + | C | − | A ∩B | − | B ∩ C | − | A ∩ C | + | A ∩B ∩ C |

(ただし，A，B および C は有限集合)の一般化となっている．
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図 6 集合の要素の数

定理 6.1. 集合 X の部分集合族 {Ah}∞h=1 を考える．ただし，X および Ah は必ずしも有限でな

い．f は supp f が有限な X 上の関数とする．また，ある N ∈ N が存在して，h > N ならば

Ah ∩ supp f = ∅，すなわち x ∈ Ah に対して f(x) = 0とする．このとき次が成り立つ．

∑
x∈

∩∞
h=1 Ac

h

f(x) =

∞∑
k=0

(−1)k
∑

h1<···<hk

∑
x∈Ah1

∩···∩Ahk

f(x)

(
=

N∑
k=0

(−1)k
∑

h1<···<hk

∑
x∈Ah1

∩···∩Ahk

f(x)

)

ただし，k = 0のとき
∑

h1<···<hk

∑
x∈Ah1

∩···∩Ahk

f(x)の部分は
∑
x∈X

f(x)としてとらえる．

この IEPにおいて，

X :=

∞⨿
l=1

lΓPET, Ah := {(x, y) ∈ X | ph|x, ph|y}

を適用させ変形することで定理 5.1が得られる．ただし，ph はある素数を表す．

本稿では述べないが，この定理 2.1は「ΓPET が準結晶であるか」という議論をする上で用いる．

7 結

本研究の現時点での結果は，

1. ΓPET の点の分布に関連する定理の導出，



2. PETの漸近挙動

の 2つである．結果 1は Γ(2)の点の 4つに 1つ (3/92π2) = 1/(4ζ(2)))が ΓPET の点であるという

ことを意味し，結果は 2は PET(x, y, z)に対して z 及び周長がおおよそ線形に増加していくという

ことを意味している．

序で述べたとおり，本研究のモチベーションは準結晶である．今後は ΓPET が準結晶であるかを議

論するとともに，本研究の結果を d次元に一般化したい．さらに数論の諸問題，特に Diophantus方

程式との関連を見出すことを目標とする．
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