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概要

シェルピンスキー正四面体は反復関数系により構成される, よく知られたフラクタル集合であ

る.それを地面に置きある高さにおいて地面と平行に切れば,その断面にまたフラクタル集合が現

れる.しかし,その断面の解析には反復関数系を拡張した概念を要する.本講演では,その断面のハ

ウスドルフ次元について得られた結果を紹介する.また,地面からの高さにそこでの断面のハウス

ドルフ次元を対応させる関数のグラフもまたフラクタル集合となることをみる.

1 導入

よく晴れた日に散歩しているとふと自分の足元に,陽と影が折り畳まってできた綺麗な模様が描か

れていることに気づく. 上を見やるとたくましく育った樹木が陽光を優しく小道に垂らしているの

を発見する.我々は眩さに目を細めながら,こうした自然の与えてくれるささやかな贈り物に微笑む.

多すぎて無限に続くとすら思われる木の葉たちの,「細部を拡大すると全体と似る」という著しい性

質に特徴付けられるフラクタル構造に感動しながら. 時折吹く風に木々は形を変え, ほとんど奇跡的

に重なり合い完全な影を生み出すこともあるだろう. 我々は強引ではあるが, このような現象を特定

のフラクタルを用い「フラクタルイマジナリーキューブ」という概念で記述できる.「イマジナリー

キューブ」とは簡単に述べれば,互いに直交する三方向から光を当てた時に立方体のように同じ影を

落とす三次元の図形である. 簡単な例としては正四面体が挙げられる. そして「フラクタルイマジナ

リーキューブ」とは簡単に述べれば,イマジナリーキューブであり,ハウスドルフ次元が 2のものをい

う（ハウスドルフ次元の定義は定義 2.5を参照）.簡単な例としては正四面体が無限にくっついてで

きたと思えるシェルピンスキー正四面体がある.我々はシェルピンスキー正四面体のようなすかすか

した図形もある方向から見れば,完全な影を落とすことに純粋な興味を覚える（詳しいイマジナリー

キューブの研究については [15], [18], [19], [20], [21], [22], [23], [24], [25]を参照せよ）.さて,一方で

フラクタルを記述する反復関数系の極限集合（詳しくは定義 2.1を参照）が連結か否かの判定は重要

な問題であるが, 我々は影の情報からは何も得ることができない. つまり「イマジナリーキューブ状

態」である木々は一見木の葉たちが重なり合い繋がっているように見えるが,得られる情報はある方

向への二次元投影の形であり, 木の葉たちが接触していなくとも実現される. そのためには我々が木

の葉たちと同じ目線に立ち,そこで切った世界を見なければならないであろう.すなわち「断面」を考

えることになる.本稿では代表的なフラクタル図形であるシェルピンスキー正四面体のある方向を固

定した時の断面,すなわちその方向に垂直な平面との共通部分について考察する.



2 準備

ここでは先行研究, 主結果を述べるために必要な道具を揃え説明する. まずフラクタルを構成する

際によく使われる反復関数系およびその極限集合を定義する.

Definition 2.1 (反復関数系,極限集合). mを自然数とし,X を完備距離空間とする.{f0, ..., fm}を
X 上の縮小写像の組とする.この時 X のある空でないコンパクト部分集合 Aが一意に存在し,

A =

m∪
i=0

fi(A)

を満たす. このとき, 縮小写像らの組 {f0, ..., fm} を反復関数系 (Iterated Function System,以下略

して IFSと書く)といい, Aを {f0, ..., fm}の極限集合という.

IFS の詳細は例えば, [5] の Chapter 9 を参照せよ. IFS およびその一般化概念の研究の歴史は古

く, 1946年のMoranに始まり ([17]), 1981年に Hutchinsonにより上記のような現代的な枠組みが

構成された ([8]). IFSおよび極限集合の具体例を以下にあげる.

Example 2.2.

(1) m = 1, X = R, f0(x) = 1/3x, f1(x) = 1/3x+ 2/3とすれば,極限集合 Aは三進カントール集

合である.

(2) m = 2, X = R2, f0(x) = 1/2x, f1(x) = 1/2x+ (1/2, 0), f2(x) = 1/2x+ (1/4,
√
3/4)とすれ

ば,極限集合 Aはシェルピンスキーガスケットである.

IFS理論で重要な役割を果たすのが以下で構成されるアドレスマップと呼ばれる写像である. 以下

の定義では IFS{f0, ..., fm}が一つ与えられているとする.

Definition 2.3 (アドレスマップ). I = {0, ...,m}とする. I∗ :=
∪

n≥1 I
n の元 ω を語 (ワード)と

いい, 任意の ω ∈ In(n ≥ 1)に対し, ω = ω1ω2 · · ·ωn とあらわすとき,

fω := fω1
◦ fω2

◦ · · · ◦ fωn

と定める. また任意の ω ∈ IN について ω = ω1ω2 · · · と表すとき, ω|n := ω1 · · ·ωn で定める. この

とき, アドレスマップ π : IN → X を

π(ω) := lim
n→∞

fω|n(x)

で定める. ただし, xはX のある元で, 上の極限は xのとり方に依らない. 注意することとして IN に

I 上の離散位相による直積位相を入れれば, π は連続 (一様連続)で,

π(IN) = A

を満たす. ただし Aは IFS{f0, ..., fm}の極限集合である.



R3 の元 xを x = (x1, x2, x3)と表すとき, z(x) = x3 で定める. ここで本稿における主な考察対象

であるシェルピンスキー正四面体を IFSを用いて定義する.

Definition 2.4 (シェルピンスキー正四面体). ∆3 を正四面体,v0, v1, v2, v3 を ∆3 の四頂点とし,

z(v0) = z(v1) = z(v2) = 0と z(v3) = 1を仮定する. 任意の i ∈ {0, 1, 2, 3}に対し, fi : R3 → R3 を

fi(x) = 1/2(x − vi) + vi で定める. このとき {f0, f1, f2, f3}は IFSであり, したがって一般論から

R3 のある空でないコンパクト部分集合 Aが一意に存在し,

A =

3∪
i=0

fi(A)

を満たす. このとき Aをシェルピンスキー正四面体と呼ぶ.

このとき IFS{f0, f1, f2, f3} のアドレスマップ π は以下のような簡潔な形をもつ. 任意の i ≥ 2,

fω1
◦ fω2

◦ · · · ◦ fωi
(0) =

∑i−1
j=1(1/2)

jvωj
より,

π(ω) =

∞∑
j=1

(1/2)jvωj

である. ただし ω = ω1ω2 · · · ∈ {0, 1, 2, 3}N である.

フラクタル幾何学における主たる興味は, フラクタルの次元を求めることである. ここでいう次元

とは集合に対して定まる概念で簡単に言えば, 与えられた集合の各点における自由度もしくは複雑さ

を表す量である. 例えば線分なら 1次元, 円盤ならば 2次元といったような整数値の次元の概念をフ

ラクタルのような細いがそれなりに詰まった集合に対しても自然に拡張したハウスドルフ次元がよく

考察される. 以下では特に空間 X を RN (N ∈ N)とする.

Definition 2.5 (ハウスドルフ次元). A ⊂ RN とし, |A| := supx,y∈A||x−y||と定める. ただし || · ||
は RN 上の通常のユークリッドノルムである. 任意の δ > 0, t ≥ 0に対して,

Ht
δ(A) := inf{

∞∑
i=1

|Ci|t|A ⊂
∞∪
i=1

Ci, |Ci| ≤ δ}

で定める. このとき,δ1 < δ2 ならば,Ht
δ1
(A) ≥ Ht

δ2
(A)より,

Ht(A) := lim
δ→0

Ht
δ(A)

が定義される.

Ht を t次元ハウスドルフ外測度という. このときルベーグ外測度に対して, ルベーグ可測集合とい

う概念が定義されたように, Ht 可測集合という概念が定義される. 注意することとして, RN のボレ

ル集合は Ht 可測集合である.

dh(A) := inf{t ≥ 0|Ht(A) = 0} = sup{t ≥ 0|Ht(A) = ∞}

とおく.

dh(A)を Aのハウスドルフ次元という.　



例えば, A を三進カントール集合としたとき, dh(A) = log 2/ log 3, A をシェルピンスキーガス

ケットとしたとき, dh(A) = log 3/ log 2である. ハウスドルフ次元や他のフラクタル次元については

例えば [5]の Chapter 2, 3を参照せよ.

3 先行研究

A ⊂ RN とする. Aの断面とは RN の中の n次元超平面 (n次元線形部分空間を平行移動させたも

の)との共通部分である. そこで,

G(N,n) := {V ⊂ RN |V は n次元線形部分空間 }

と定める. 適当な距離を入れれば G(N,n)はコンパクト距離空間となる. N 次直交群 O(N)は推移

的に G(N,n)に作用するが, その作用に対して不変な確率測度 γN,n が一意に存在することが知られ

ている (詳しくは [14]の Chapter 3を参照). 例えば,N = 2, n = 1のとき, G(2, 1)の元は原点を通

る直線であるが, それらは x軸とのなす角度 θ ∈ [0, π]でパラメトライズされる. したがって [0, π]上

のルベーグ測度が G(2, 1)上の測度 γ2,1 を誘導する. まず集合 Aの断面のハウスドルフ次元に関す

る古典的な結果を紹介する.

Theorem 3.1 (Marstrand, 1954, Mattila, 1975). n,N を n < N を満たす自然数, tを n < t < N

を満たす実数とする. AをHt 可測な RN の部分集合で 0 < Ht(A) < ∞を満たすとする. このとき,

直積測度 Ht × γN,N−n についてほとんど全ての (x, V ) ∈ A×G(N,N − n)について,

dh(A ∩ (V + x)) = t− n

が成り立つ.

n = 1, N = 2の場合には 1954年にMarstrandが示し ([11]), 一般の場合にはMattilaが 1975年

に示している ([12]). 例えば A をシェルピンスキーガスケット, t = log 3/ log 2(t はシェルピンス

キーガスケットのハウスドルフ次元で 0 < Ht(A) < ∞が知られている), l(a, θ)を x軸に対し角度

θ で Aの点 aを通る直線とすれば, Ht × γ2,1 についてほとんど全ての (a, θ) ∈ A × G(2, 1)につい

て, A ∩ l(a, θ)のハウスドルフ次元は t− 1ということがわかり, 自然な結果だが, ある方向を固定し

たときのそれと垂直に切ったときにできる断面の情報というのはこれだけでは得られない.

ある固定した方向に垂直な断面に関しては, 例えば Hawkes([7])が C1/3 ×C1/3(ただし, C1/3 は三

進カントール集合), Kenyonと Peres([9])が C ×D(ただし, C,D は三進カントール集合と同相な特

殊な集合)に関する研究を行っている. またMattilaがハウスドルフ次元が 2の二次元平面内の集合

だが, ある方向を固定したときにそれと垂直に切った全ての断面が高々一点 (したがって断面のハウ

スドルフ次元は 0)という興味深い例を構成している ([13]). これから本稿における直接的な先行研究

を述べるが, そのためにいくつか定義しておく.

Definition 3.2 (2進展開). c ∈ [0, 1]を任意にとり, 列 a(c) = {aj(c)}∞j=1 ∈ {0, 1}N を以下で定義



する. cが non-dyadicなとき (つまり c = m/2n の形で表せないとき), 任意の j に対して,

aj(c) =
1

2

χ[0,1] +

2j−1∑
i=0

(−1)i+1χ[ i

2j
, i+1

2j
](c)

 · · · (∗)

と定める. ただし集合 Aについて, 関数 χA は Aの定義関数である. つまり a(c)は cの 2進展開を与

える. c ∈ [0, 1]が dyadicな有理数のとき (つまり c = m/2n の形で表せるとき), a(c) = {aj(c)}∞j=1

を (∗)で与えれば, 二通りで記述できるが, そのうち 0が無限個続く方を改めて a(c)とおく. 例えば

a(3/8) = 0110 = 0110000 · · · である. また本稿では a1a2 · · · an で有限数列 a1a2 · · · an の繰り返し
を表すことにする.

先行研究を述べる.

Theorem 3.3 (Benjamini and Peres, 1991, [2]). Aを例 2.2で定義されるシェルピンスキーガス

ケットととする (砕けて言えば Aの 3「頂点」のうち 2つが x軸上にあり,残る一つの「頂点」の y

座標が 1である). c ∈ [0, 1]に対して, J(c) := {(x, y) ∈ A|y = c}とおく. このとき,

dh(J(c)) = lim inf
n→∞

1

n

n∑
j=1

(1− aj(c))

である.

例えば, c = 1/2のとき dh(J(1/2)) = 1で,c = 1/3のとき, dh(J(1/3)) = 1/2であり, 一般的に c

が a1a2 · · · akak+1ak+2 · · · ak+l という二進展開表示を持てば,

dh(J(c)) =
m

l

である. ただし, m = #{j ∈ {k + 1, ..., k + l}|aj = 0}である.

このとき関数 d : [0, 1] → Rを d(c) := dh(J(c))で定め, ハウスドルフ次元関数と呼ぶ. この関数に

関して注意点をいくつか以下に述べておく.

Remark 3.4. (1) dはボレル可測.

(2) dは任意の c ∈ [0, 1]で不連続.

(3) G := {(c, d(c)) ∈ R2|c ∈ [0, 1]}, S = [0, 1]× [0, 1]とおく. このとき, G = S である.

(3) に関して, 0 ≤ d(c) ≤ 1 より G ⊂ S は常に成り立っていることに注意せよ. 特に上記 (2),

(3)からハウスドルフ次元関数のグラフ自体も「フラクタル的」と思えるが, より深くハウスドルフ

次元関数の複雑さを考察するために与えられた実数 r ∈ [0, 1]に対して {c ∈ [0, 1]|d(c) = r}という
集合のハウスドルフ次元 (複雑さ) を考えることは意味がある. なぜならば仮に 0 ≤ α := dh({c ∈
[0, 1]|d(c) = 1/3}) ≤ 1とおけば, dh({(x, y) ∈ S|y = 1/3}) = 1と合わせて, グラフ Gと正方形 S

は高さ 1/3のところでハウスドルフ次元の意味で, 1− αだけ異なるという (3)だけからでは得られ

ない精密な複雑さがわかるからである.

この問題は “distribution problems” に翻訳される. [4] p,77 において Eggleston は “distribution

problems”を以下のように説明している. “Each real number θ lying between 0 and 1 is expressed



as a decimal on the scale M where M is an integer greater than or equal to 2. A property of θ

is given in terms of this expression as a decimal, and the problem is to find the dimension of the

set of those θ which have the property. These problems may be called distribution problems”.

要するに集合 {θ ∈ [0, 1]|θのM進展開の形で表される何らかの命題は真 }の次元を問うのが “dis-

tribution problems” である. 我々の扱うのは M = 2 の場合である. 簡潔に古典的な distribution

problemsを [3]の導入で見られるように振り返ってみる. 任意の c ∈ [0, 1]に対して,

bn(c) :=
1

n

n∑
j=1

aj(c)

と定義する. ただし aj(c)は (∗)で定義したものである. 任意の 0 ≤ r ≤ 1に対して, 集合 F r, P r,

Pr, Q
r, Qr, R

r そして Rr を以下で定義する.

F r :=
{
c ∈ [0, 1]| lim

n→∞
bn(c) = r

}
,

P r :=

{
c ∈ [0, 1]| lim sup

n→∞
bn(c) = r

}
, Pr :=

{
c ∈ [0, 1]| lim inf

n→∞
bn(c) = r

}
,

Qr :=

{
c ∈ [0, 1]| lim sup

n→∞
bn(c) ≤ r

}
, Qr :=

{
c ∈ [0, 1]| lim inf

n→∞
bn(c) ≥ r

}
,

Rr :=

{
c ∈ [0, 1]| lim sup

n→∞
bn(c) ≥ r

}
and Rr :=

{
c ∈ [0, 1]| lim inf

n→∞
bn(c) ≤ r

}
.

さらに関数 H : [0, 1] → Rを

H(r) =

{
−r log r−(1−r) log(1−r)

log 2 (0 < r < 1)

0 (r = 0, 1).

で定義する. 注意することとして H(r) ≥ 0で H は上に凸で (0, 1)上実解析的である. 以下の結果が

知られている.

• F 1/2 は [0, 1]上のルベーグ測度に関してほとんど全ての c ∈ [0, 1]を含む ([6]).

• 0 ≤ r < 1/2のとき, H(r) = dh(Q
r)で,1/2 < r ≤ 1のとき,H(r) = dh(Qr)である ([1]).

• 0 ≤ r < 1/2のとき, H(r) = dh(Rr)で,1/2 < r ≤ 1のとき,H(r) = dh(R
r)である ([10]).

• 0 ≤ r ≤ 1のとき,H(r) = dh(F
r)である ([4]).

これらの結果から我々の “distribution problems”の答えが系として直ちに導かれる.

Corollary 3.5. 任意の 0 ≤ r ≤ 1に対して,

dh({c ∈ [0, 1]|d(c) = r}) = H(r)

である.

証明は例えば [3]を参照せよ. Benjaminiと Peresによる証明の鍵となるのは “良い”測度の構成

である. しかしその手法を単純に三次元の場合に拡張するのは容易ではない. そこで今回用いる手

法は 2016年に開発された Rempe-Gillenと Urbańskiによる非自励的等角反復関数系の理論である

([16]).



非自励的反復関数系およびその「極限集合」について簡潔に述べる. まず反復関数系の場合, 定義

2.3で述べたアドレスマップの定義に現れる写像の反復は語 ωに対して fω := fω1
◦ fω2

◦ · · · ◦ fωn
で

表されるが, 時刻 nに対していつも同じ写像の組 {f0, ..., fm}から fωn
を選んでいる. 非自励的反復

関数系においては反復する写像の組は時刻 n毎に異なっていてもよく, その「極限集合」は反復関数

系の極限集合が定義 2.3で述べたアドレスマップの像として記述されたように, 非自励的反復関数系

の「アドレスマップ」の像として定義される.

4 主結果

ここでは A を定義 2.4 のシェルピンスキー正四面体とし, c ∈ [0, 1] に対して, 断面を J(c) :=

{(x, y, z) ∈ A|z = c}で定める. また a(c) = {aj(c)}∞j=1 ∈ {0, 1}N を定義 3.2で定義した cの二進展

開とする. 先ほど述べた非自励的等角反復関数系を c毎に構成し, その「極限集合」として J(c)を表

し, [16]の理論を適応させ, 以下の結果を得た.

Theorem 4.1. cを [0, 1]の実数とする. このとき

dh(J(c)) = lim inf
n→∞

1

n

n∑
j=1

log 3

log 2
(1− aj(c)).

これは定理 3.3の三次元版である. さらに系 3.5の三次元版として以下が得られる.

Theorem 4.2. 任意の 0 ≤ r ≤ log 3/ log 2に対して,

dh({c ∈ [0, 1]|dh(J(c)) = r}) =
− log 2

log 3r log(
log 2
log 3r)− (1− log 2

log 3r) log(1−
log 2
log 3r)

log 2
.

Remark 4.3. 以上二つの結果の N 次元への拡張も同様にしてできる. すなわち N 次元シェルピン

スキーガスケットの (N − 1)次元シェルピンスキーガスケットを「底面」にし, それに平行な断面の

ハウスドルフ次元の計算も同様である.
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