
On the topological complexity of S3/Q8

九州大学大学院 数理学府 数理学専攻
宮田祐也 (Yuya MIYATA)

概 要

位相的複雑さ（Topological Complexity）とは位相空間に対して定義される位相不変量であ
り，Robot navigation problemに関連するものとして定義された．この不変量は，ファイバー
ワイズ空間に対して定義されるウエイトと呼ばれる不変量を用いて決定できる場合がある．私
は位相空間 S3/Q8（Q8は四元数群）について，このウエイトをコンピュータを用いて計算し，
位相的複雑さを決定した．

1 導入

位相的複雑さの定義は以下である．

定義 X を弧状連結な位相空間とする．X の位相的複雑さ tc(X)は

tc(X) = Min{n | X×X = U0 ∪ · · · ∪ Un s.t. 各開集合 Uiは π : XI → X×X の切断をもつ }

によって定義される．ここで π : XI → X×X は π(u) := (u(0), u(1))である．
この定義は次のように説明される．まず空間X 上の 2点 (a, b)に対して，これらをそれぞれ始

点と終点とする経路 uを (a,b)について連続にとることを考える．一般にこのような取り方は存在
しない．そこで始点と終点全体の集合X×X をこの性質を満たすような部分集合による分割を考
え，このような分割の最小数として位相的複雑さを定義するのである．
位相的複雑さはロボットの経路計画アルゴリズムの構成に関連した不変量として2003年にM. Far-

berによって定義された [Far03]．一般に位相的複雑さを完全に決定することは困難で，現在まで
に完全に決定されている空間は球面や閉曲面一部の射影空間などに限られる．[Far08], [FG08]

位相的複雑さの基本的な性質を述べる．

• tc(X)はホモトピー不変量である，すなわちX ≃ Y =⇒ tc(X) = tc(Y ).

• tc(X) = 0 ⇐⇒ X は可縮.

2 ファイバーワイズ空間，ファイバーワイズA∞構造

（B上の）ファイバーワイズ空間とは位相空間Xとその上の写像 f : X → Bのことである．こ
の節ではファイバーワイズ空間の成す圏と，ファイバーワイズ空間上のA∞構造を定義し，岩瀬・
酒井によるファイバーワイズA∞構造を用いた tc(X)の特徴付けを紹介する．
ここで，以後位相空間といった場合にはコンパクト生成ハウスドルフ空間であるようなものを

考えるものとする．



定義 （ファイバーワイズ空間，基点付き―）
B上のファイバーワイズ空間は空間Xと連続写像 p : X → Bからなる．またファイバーワイズ空
間 p : X → B, q : Y → Bの間の射は q ◦ ϕ = pを満たす連続写像 ϕ : X → Y である．ファイバー
ワイズ空間とその間の射の成す圏を CGHausB で表す．
上記に加えて切断と呼ばれる写像 s : B → X s.t. p ◦ s = idB を備えたものを基点付きファイ

バーワイズ空間と呼び，ファイバーワイズ写像のうち切断に関して自然な写像を基点付きファイ
バーワイズ写像と呼ぶ．これらの成す圏を CGHausBB と表す．
次に，ファイバーワイズ空間に対するA∞構造を定義する．(X, p,B, s)を基点付きファイバー

ワイズ空間とする．ファイバーワイズ空間X 上のAn構造とはファイバーワイズ空間の組
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であって，各 pi : Ei → Pi−1はファイブレーションであり contracting homotopy h : CB
BEi−1 → Ei

が存在する．
L(X)をX上の自由ループ空間とする．これは基点付きファイバーワイズ空間 (L(X), ev1, X, s)

を構成する，ここで ev1 : L(X) → X は 1 ∈ S1での evaluation mapであり，s : X → L(X)は定
値ループへの写像である．
定理 [IS10]

• (L(X), ev1, X, s)は A∞-構造を持ち，P∞(L(X))はX×X にファイバーワイズホモトピー
同値である．

• tc(X)≤ m ⇐⇒ idX×X は CGHausX において Pm(L(X))
em−−→ X×X へのリフトを持つ．

3 結果

Q8を四元数群
⟨−1, i, j, k|i2 = j2 = k2 = ijk = −1⟩

とし，S3を四元数体の中の単位円とみなす．このとき商空間 S3/Q8は 3次元閉多様体である．
主定理

tc(S3/Q8) = 2dim(S3/Q8) = 6.

4 証明の概要

この説では主定理の証明について概要を紹介する．
補題A 基点付きファイバーワイズ空間 (L(S3/Q8), ev1, S

3/Q8, s)に対して e5 : P
5(L(S3/Q8)) →

S3/Q8×S3/Q8 が誘導する写像

(e5)
∗ : H∗(S3/Q8×S3Q8;F2) → H∗(P 5(L(S3/Q8));F2)



は単射ではない．
この補題Aと岩瀬・酒井による定理から，tc(S3/Q8)は5より大きいことがわかる．一方で，S3/Q8

は 3次元多様体であるから，位相的複雑さの一般論から 6以下であり，結論として tc(S3/Q8) = 6

を得る．
補題Aの証明のために，S3/Q8のコホモロジー環を決定する．

補題 以下の環同型が存在する．

H∗(S3/Q8;F2) ∼= Z2⟨x, y⟩/(x3, y3, x2 + y2 + xy), deg(x) = deg(y) = 1

次にP 5(L(S3/Q8))のCW-構造を考察する．これはH∗(P 5(L(S3/Q8));F2)を調べるためである．
補題 πを S∞に自由に作用する有限群とする．このとき以下のファイバーワイズホモトピー同値
が存在する．

S∞ ×ad P
mπ ≃B Pm(L(S∞/π))

S3/Q8の CW-構造は [Fuj73]によって与えられており，これは以下のような物である．
補題 集合 {e4k+s, e4k+t

1 , e4k+t
2 ; 0 ≤ k ≤ n, s = 0, 3, t = 1, 2}は 4n+3次元多様体 S4n+3/Q8のCW-

分解を与える，ここで emはm次元開円板を表す．境界準同型は次のように与えられる．

∂e4k = 23e4k−1
1 , ∂e4k+1

1 = ∂e4k+1
2 = 0, ∂e4k+2

1 = 21e4k+1
1 − 2e4k+1

2 , ∂e4k+2
2 = 2e4k+1

1 , ∂e4k+3 = 0.

この補題によって Pm(L(S∞/Q8))の各セルは S4n+3と PmQ8のセルの積で表すことができる．
例えば，S3 ×ad PmQ8は σ ∈ {e0, e11, e12, e21, e22, e3}と g ∈ PmQ8を用いて [σ|{g}]のように表すこ
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とができる．



以上の議論を踏まえてに以下の図式を構成する．
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縦方向の写像は包含写像 S3/Q8 → S∞/Q8とそれによって誘導される写像である．この図式は空
間をホモトピー同値写像の下で様々に取り替えているので，一般に可換とは限らない．しかしな
がら，写像の単射性を議論する上では問題はないことに注意する．
(e5)

∗が単射でないことを見るために，x2y⊗x2y ∈ H6(S3/Q8×S3/Q8;F2)に対応するH6(S∞/Q8×
S∞/Q8;F2) の元 [ω]を次のように定義する．

ω[σ|{h1| . . . |hm}] =

x2y[h1|h2|h3] if σ = e3, m = 3,

0 otherwise.

補題 ωを上で与えた写像とする．このとき，(e′5)
∗[ω] = 0 in H6(S3×adP

5Q8 : F2),すなわち，

∃u ∈ C5(S3 ×ad P 5Q8) s.t. (e
′
5)

∗ω = δu.

この補題は次のように示される．まず，δは線形写像であり，δu = (e′5)
∗ωは連立方程式になる．

これが解 uを持つかどうかは，この連立方程式が表現する行列の階数を求めれば良い．私はコン
ピュータを用いてこれを計算し，最終的に解が存在することがわかった．
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