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1 導入

1.1 普遍特性類

ファイバー束の (普遍) 特性類は, その構造群の分類空間のコホモロジー類として定義される. 構

造群とはファイバー束の変換関数の値域のことであり, 例えばランク n の実ベクトル束の構造群は

GL(n,R), 有限次元 Lie群 Gをファイバーとする主束の構造群はファイバーの Lie群 G自身である.

したがって, ベクトル束や主束の特性類はその構造群 Gの分類空間 BGのコホモロジー類として与

えられる. とくに構造群の有限次元性から, ベクトル束や主束の特性類に関しては Chern-Weil理論

などの一般論が既に構築されている. 一般の C∞-ファイバー束に関しては, その構造群はファイバー

F の微分同相群 Diff(F )(やその部分群)となる. したがってファイバー束の特性類の一般論を展開す

る際には, ファイバーの微分同相群やその部分群の分類空間を扱うことになる. しかし, 微分同相群は

無限次元 Lie群という非常に巨大な群であり, その分類空間も調べにくいものとなる. このような困

難から, ファイバー束の特性類の理論は未発達な部分が多い.

以下では, ファイバー束の構造群が離散群とみなせる場合に焦点を当てる. 離散群 Γに対し, その

分類空間 BΓの特異コホモロジーは, 群 Γの群コホモロジー H∗(Γ)と同型となることが知られてい

る. また位相群 Gが離散群 Γとホモトピー同値のとき, その分類空間 BGと BΓもホモトピー同値

となるので, 同型
H∗(BG) ∼= H∗(BΓ) ∼= H∗(Γ)

が得られる. したがって, 構造群が離散群とホモトピー同値なファイバー束の特性類は, 上述の同型を

通して群コホモロジー類としての代数的な記述が可能となる. とくに

• 曲面束を扱う場合 (種数 2以上)

• 平坦束を扱う場合

は構造群が離散群 (とホモトピー同値) のため, 特性類の理論に群コホモロジーを用いることがで

きる. 種数が 2 以上の曲面 Σ をファイバーとする向き付けられたファイバー束は, その構造群が

Diff+(Σ) となる. ここで Diff+(Σ) は曲面 Σ の向きを保つ微分同相群であり, この微分同相群は Σ

の写像類群M とホモトピー同値であることが知られている (Earle-Eells[4]). したがってコホモロ



ジーの同型
H∗(BDiff+(Σ)) ∼= H∗(BM) ∼= H∗(M)

により, 曲面束の特性類は写像類群の群コホモロジーとして得られる.

平坦束については, 定義から構造群は離散群である. Chern-Weil 理論により, Pontrjagin 類

や Chern 類などの基本的な特性類は平坦束上で自明となる. 一方, Euler 類に関しては平坦束上

でも 0 になるとは限らない (Milnor[7], Wood[12]). 具体的には, ファイバーが円周 S1 の平坦束

の構造群として円周の向きを保つ微分同相群 Diff+(S
1) を考えると, R 係数普遍 Euler 類 eR が

H2(BDiff+(S
1)δ;R) ∼= H2(Diff+(S

1);R) の非自明な元として定義される. ここで Diff+(S
1)δ は

群 Diff+(S
1) に離散位相を入れた位相群である.

1.2 Calabi不変量, フラックス準同型, 及び平坦円周束の Euler類

閉多様体M の微分同相群 Diff(M) の単位元成分 Diff(M)0 は単純群となる (Thurston[11]). 一

方, 閉シンプレクティック多様体 M に対し, シンプレクティック形式を保つ微分同相群 (シンプ

レクティック微分同相群) Symp(M)0 ⊂ Diff(M)0 上にはフラックス準同型と呼ばれる全射準同

型が存在し (2.2 節), したがって Symp(M)0 は一般には単純群とはならない. しかし, シンプレク

ティック微分同相群の部分群として定義されるハミルトン微分同相群 Ham(M)は再び単純群となる

(Banyaga[1]). また, 閉ではないシンプレクティック多様体については, ハミルトン微分同相群上に

Calabi不変量と呼ばれる全射準同型 Cal : Ham(M) → Rが存在し, したがって Ham(M)は単純群

とはならない.

閉円板の Calabi不変量は具体的に以下で定義される. 閉円板 D = {(x, y) ∈ R2 | x2 + y2 ≤ 1} と
その上のシンプレクティック形式 ω = dx ∧ dy を考える. シンプレクティック微分同相群 Symp(D)

の, 境界 ∂D 上で恒等写像となる微分同相写像からなる部分群を Symp(D)rel とおく. 閉円板は境界

付き多様体であり, さらに 1次コホモロジーが消滅することから, Calabi不変量 Calは Symp(D)rel

から Rへの準同型として
Cal(h) =

∫
D

ηh ∧ η

で定まる. ここで ηh は η の hによる引き戻しである.

Tsuboi[10]により Calabi不変量と Euler数の関係が見出され (3.2節), Bowden[2], Moriyoshi[8]

により Calabi不変量と Euler類との関係の, 群コホモロジー及び中心拡大による記述が与えられた.

フラックス予想 (Ono[9]で肯定的に解決)に見られるように,フラックス準同型はシンプレクティッ

ク幾何において基本的な研究対象である. また Kotschick-Morita[5]によるMorita-Mumford-Miller

類の研究においても, フラックス準同型は中心的な役割を担っている. 今回, Calabi不変量と Euler

類との関係のアナロジーとして, フラックス準同型と Euler類との間にも同様の関係が成り立つこと

が分かった. 以下ではこの結果について紹介する.



2 準備

2.1 群コホモロジーと中心拡大

Γ を群とし, A を Z または R とする. 非負整数 p に対し, 群 Γ の直積 Γp から A への写像の

ことを群 Γ の p コチェインといい, p コチェイン全体を Cp(Γ;A) で表す. コバウンダリ作用素

δ : Cp(Γ;A) → Cp+1(Γ;A)を c ∈ Cp(Γ;A)と γ1, . . . , γp+1 ∈ Γ に対し

δc(γ1, . . . , γp+1) = c(γ2, . . . , γp+1) +

p∑
i=1

(−1)ic(γ1, . . . , γiγi+1, · · · , γp+1)

+ (−1)p+1c(γ1, . . . , γp)

で定める (p = 0のときは δ = 0で定める). 以上で定まるコチェイン複体 (C•(Γ;A), δ)のコホモロ

ジーを, 群 Γの Aを係数にもつ群コホモロジーといい, H∗(Γ;A)と表す.

低次の群コホモロジーについては, 以下の同型が存在する (Brown[3]):

• H0(Γ;A) ∼= A

• H1(Γ;A) ∼= Hom(Γ, A)

• H2(Γ;A) ∼= {Γの中心A拡大 }/{分裂拡大 }

とくに 2次の群コホモロジー類は中心拡大として記述することが出来る. ここで Γの中心 A拡大と

は, 群の完全列
0 −→ A

i−→ E
p−→ Γ −→ 1

であって, i(A)が群 E の中心に入るものをいう.

中心拡大の幾何的な解釈を述べておく. 中心 Z拡大 0 → Z → E → Γ → 1 に対し, 各群の分類空

間からなるファイブレーション
BZ −→ BE −→ BΓ

が得られる. ここで Z の分類空間は S1 なので, 上記のファイブレーションのファイバーは円周 S1

である. この S1-ファイブレーションの Euler類と, 中心拡大 E の群コホモロジー類とが一致するこ

とが知られている.

例 2.1. Diff+(S
1)は SO(2)とホモトピー同値なので普遍 Z被覆が存在する. 群 ˜Diff+(S1)を

˜Diff+(S1) = {g ∈ Diff(R) | g(x+ 2π) = g(x) + 2π}

で定めると, この群が Diff+(S
1)の普遍被覆となることが知られている. この普遍被覆は Diff+(S

1)

の中心 Z拡大
0 −→ Z −→ ˜Diff+(S1) −→ Diff+(S

1) −→ 1

を与える. この中心 Z拡大に対応する群コホモロジー類 e ∈ H2(Diff+(S
1);Z)をDiff+(S

1)のEuler

類という. この Diff+(S
1)の Euler類は同型 H2(Diff+(S

1);Z) ∼= H2(BDiff+(S
1)δ;Z) により, 平

坦円周束の Z 係数普遍 Euler 類に一致する. またこの Euler 類 e の係数変換 H2(Diff+(S
1);Z) →

H2(Diff+(S
1);R) による像が, 1.1節の最後に述べた R係数普遍 Euler類 eR に一致する.



2.2 フラックス準同型

本稿では完全シンプレクティック多様体上のフラックス準同型についてのみ述べる. 一般のシ

ンプレクティック多様体でのフラックス準同型の定義については McDuff-Salamon[6] を参照さ

れたい. シンプレクティック形式が完全形式であるシンプレクティック多様体 (M,ω = dη) を

完全シンプレクティック多様体という. Symp(M) をシンプレクティック微分同相群, すなわち

Symp(M) = {g ∈ Diff(M) | ωg = ω} とする. ここで ωg は ω の g による引き戻しを表す. このと

きフラックス準同型 Flux : Symp(M) → H1(M ;R)が

Flux(g) = [ηg − η]

で定義される. フラックス準同型には幾何的な解釈がある. 多様体M の 1 サイクル c を一つ取り,

Flux(g)とのペアリングを取ると,

⟨Flux(g), [c]⟩ =
∫
c

ηg − η =

∫
gc−c

η

となる. Stokesの定理よりこの積分値は, サイクル cが微分同相写像 g によって流された範囲のシン

プレクティック面積に一致する.

3 主結果

以下では閉円板のみを扱うが, 境界を一つ持つ有向曲面に対しても同様の結果が成り立つ.

3.1 フラックス拡大

閉円板 D = {(x, y) ∈ R2 | x2 + y2 ≤ 1} と, その上のシンプレクティック形式 ω = dx ∧ dy を
考える. Symp(D) = {g ∈ Diff(D) | ωg = ω}とおく. ここで ωg は ω の g による引き戻しである.

G = {g ∈ Symp(D) | g(0, 0) = (0, 0)}とおくと, 境界への制限により全射準同型 G→ Diff+(S
1)が

定まる. この準同型の核を Grel とおくと, 群の短完全列

1 −→ Grel −→ G −→ Diff+(S
1) −→ 1 (1)

が得られる.

閉円板 D の 1次コホモロジーは自明のため, フラックス準同型 Flux : Symp(D) → H1(D;R)は
自明な写像となってしまう. しかしフラックス準同型のシンプレクティック面積としての解釈に戻っ

て考えると, 「フラックス準同型」FluxR : Grel → R を次のように定義することが出来る:

FluxR(h) =

∫
γ

ηh − η.

ここで γ はDの原点と境界上の点とを結ぶ pathであり, η は dη = ω を満たす 1-formである. この

準同型 FluxR も単にフラックス準同型という.

フラックス準同型 FluxR : Grel → R の性質として



1. γ と η の取り方に依らず,

2. 全射準同型であり,

3. 任意の g ∈ G,h ∈ Grel に対し, FluxR(ghg
−1) = FluxR(h)

が成り立つ. フラックス準同型の核をK とおくと, 上述の性質 2から Grel/K ∼= Rであり, また性質

3からK は Gの正規部分群である. このK で短完全列 (1)を割ることで, 新たな短完全列

0 −→ R −→ G/K −→ Diff+(S
1) −→ 1

が得られる. この短完全列はとくに Diff+(S
1)の中心 R拡大となる. この中心拡大をフラックス拡大

という.

中心拡大には 2 次の群コホモロジー類が対応していた. したがって, フラックス拡大にも対応す

るコホモロジー類 eFlux ∈ H2(Diff+(S
1);R) が存在する. 一方, 普遍 Euler 類 eR もコホモロジー

H2(Diff+(S
1);R)の元として定まっていた. この二つのコホモロジー類に関して, 次が成り立つこと

を証明した;

定理 3.1. eFlux = πeR.

3.2 平坦円周束のオイラー数

定理 3.1 の系として, フラックス準同型と平坦円周束のオイラー数を結ぶ公式が得られる. まず

Tsuboi[10]の結果から述べる.

種数 g の閉曲面を Σg で表す. 準同型 ρ : π1(Σg) → Diff+(S
1)をホロノミーとする Σg 上の平坦円

周束を Eρ とおく. 閉曲面 Σg の基本群は群の表示

π1(Σg) = ⟨a1, b1, . . . , ag, bg |
g∏

i=1

[ai, bi]⟩

が知られている. ここで [a, b] = aba−1b−1 である. 全射 Symp(D) → Diff+(S
1) に関する

ρ(ai), ρ(bi)の liftをそれぞれ φi, ψi としたとき, 以下が成り立つ (Tsuboi[10]):

Cal

(
g∏

i=1

[φi, ψi]

)
= π2⟨e(Eρ), [Σg]⟩.

定理 3.1の系として, Tsuboi[10]と類似の公式が得られる.

系 3.2. 全射 G→ Diff+(S
1)に関する ρ(ai), ρ(bi)の liftをそれぞれ φi, ψi とおくと, 次が成り立つ:

FluxR

(
g∏

i=1

[φi, ψi]

)
= π⟨e(Eρ), [Σg]⟩.
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