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1 導入

Auslander-Reiten予想はホモロジーの消滅の研究における四十年来の未解決問題である。射影次元の測量や持

ち上げ問題といった諸問題との関わりの中で、様々な予想と結びつきながら、多くの研究者によって深い優れた研

究がなされている。最近では、次数付き微分代数や圏論からの新たな手法も開拓されつつある。Auslander-Reiten

予想の主張は次のように述べられる。

予想 1. Rを可換Noether環、M を有限生成R-加群とする。このとき、もし全ての自然数 iに対してExtiR(M,M⊕
R) = 0ならばM は射影加群である。

Auslander-Reiten予想に関する先行研究について本研究に関係の深いものをいくつか述べる。より詳細につい

ては例えば論文 [6, Appendix A]を参照されたい。良く知られているように、可換環はホモロジー代数的視点から

正則環 ⇒ 完全交叉 ⇒ Gorenstein環 ⇒ Cohen-Macaulay環 ⇒ Noether環

のように階層化される。Auslander-Reiten予想はこのうち完全交叉であれば正しいことが知られている ([2])。ま

た Gorenstein環においても正規整域であったり、重複度と Krull次元の差が 4以下の場合には正しいことが知ら

れている ([1, 6, 11])。反面、Gorensteinでない場合においては全反射予想が成り立たないこともあり、一般的な

解決は困難となっている。本稿の目的はその非 Gorenstein環における Auslander-Reiten予想を考察することに

ある。主結果を述べるために必要な定義をいくつか述べる。

定義 1.1. (行列式環) s ≤ t を自然数、A を可換環とする。A[X] = A[Xij ]1≤i≤s,1≤j≤t を A 上の mn 変数の

多項式環、Is(X) を s × t 行列 (Xij) の s 次小行列式で生成された A[X] のイデアルとする。このとき剰余環

A[X]/Is(X)を A上の行列式環という。

定義 1.2. (Ulrich イデアル) (R,m) を Cohen-Macaulay 局所環、I を m-準素イデアルとする。このとき I が

Ulrichイデアルとは、以下の二条件を満たすことをいう。

(1) ある巴系イデアル q ⊆ I に対して I2 = qI である。

(2) I/I2 は自由 R/I-加群である。

行列式環は可換環論、組み合わせ論、不変式論において重要な研究対象である ([5])。Ulrichイデアルは近年導

入された概念であってイデアル論、表現論的に興味深い性質を多く持つことが知られている ([8, 9, 10])。またそ

の存在性についても環の構造と関連付けて述べられる ([7])。以上の定義のもと本稿の主定理は次のように述べら

れる。
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定理 1.3. A は完全交叉または Gorenstein 正規整域とする。このとき 2s ≤ t + 1 ならば行列式環 A[X]/Is(X)

に対して Auslander-Reiten予想が成り立つ。

定理 1.4. R を Cohen-Macaulay 局所環とする。もし R/I が完全交叉となる Ulrich イデアル I が存在すれば

Auslander-Reiten予想が成り立つ。

以下、得られた結果を述べるために本稿における状況設定を述べる。

設定 1. 本稿を通して特に述べない限り (R,m)は Cohen-Macaulay局所環とする。任意の有限生成 R-加群M に

対して、µR(M)はその極小生成系の個数、ℓR(M)は長さを表すものとする。M が Cohen-Macaulay加群のとき

rR(M) = ℓR(Ext
d
R(R/m,M))

を M の Cohen-Macaulay 型という。また簡便のため、Ext>0
R (M,N) = 0 で勝手な正の自然数 i に対して

ExtiR(M,N) = 0が成り立つことを表すものとする (TorR>0(M,N) = 0についても同様に定義する)。

2 定理 1.3の証明

Auslander-Reiten予想の主張は容易に局所環に帰着できる。更に Auslander-Ding-Solbergによって次のこと

が知られている。

事実 2.1. ([2]) (R,m)を Noetherian局所環、a ∈ mを Rの非零因子とする。このとき Auslander-Reiten予想

が Rで成り立つことと R/(a)で成り立つことは同値である。

従って、Rが Cohen-Macaulay局所環であれば、Qを巴系イデアルとすると Artin局所環 R/Qに帰着できる。

また、完全交叉で Auslander-Reiten予想が成り立つこともこの事実から従う。本研究の鍵となるのは上記の命題

を正則列で生成されたイデアルの冪へ拡張させた次の命題である。

命題 2.2. (R,m)を Gorenstein局所環、x1, x2, . . . , xn を Rの正則列とする。Q = (x1, x2, . . . , xn)とおく。こ

のとき次は同値である。

(1) Rに対して Auslander-Reiten予想が成り立つ。

(2) R/Qℓ に対して Auslander-Reiten予想が成り立つような自然数 ℓ > 0が存在する。

(3) 全ての自然数 1 ≤ ℓ ≤ nに対して、R/Qℓ で Auslander-Reiten予想が成り立つ。

このことから次が従う。

定理 2.3. s, t を自然数として 2s ≤ t + 1 と仮定する。R を Gorenstein 局所環で {xij}1≤i≤s,1≤j≤t は R の正

則列をなすとせよ。I = Is(x
αij

ij ) で s × t 行列 (x
αij

ij ) の s 次小行列式で生成された R のイデアルを表す。ただ

し、αij は自然数とする。このとき、Auslander-Reiten予想が Rで成り立つことと R/I で成り立つことは同値で

ある。

先に述べたように、A が完全交叉または Gorenstein 正規整域であれば Auslander-Reiten 予想が成り立つ

ことが知られている。このことと定理 2.3 を合わせることで定理 1.3 が得られる。定理 2.3 を通して新たに

Auslander-Reiten予想が成り立つことがわかったクラスをいくつか紹介したい。

例 2.4. (A, n)を Gorenstein正規整域または完全交叉として、A[[X]] = A[[X1, X2, . . . , Xn]], A[[X,Y ]]を A上

の形式的冪級数環とする。このとき以下は Auslander-Reiten予想が成り立つ。

(1) A[[X]]/I ただし I = I2
(

X1 X2 ... Xn−1 Xn

X2 X3 ... Xn X1

)
.



(2) A[[X5, X7, X8, X11]].

(3) 三元生成数値半群環 A[[Xa, Xb, Xc]].

(4) Rees代数 A[[Xm1
1 Y,Xm2

2 Y, . . . ,Xmn
n Y ]].

3 定理 1.4の証明

次に定理 1.4について述べる。以下、(R,m)は d次元 Cohen-Macaulay局所環とする。定理 1.4を示す鍵は次

の命題である。

定理 3.1. 次は同値である。

(1) R/q ∼= S/Q2 となる正次元局所完全交叉 S とその正則列 Q、Rの正則列 qが存在する。

(2) 以下の条件を満たす m-準素イデアル I と巴系イデアル qが存在する。

(i) I2 ⊆ q ⊊ I かつ I/qは自由 R/I-加群である。

(ii) R/I は完全交叉である。

定理 3.1(2)(i)の条件は以下に示すように Ulrchイデアルの存在性と密接に関係していることが知られている。

命題 3.2. [8, Lemma 2.3. and Proposition 2.3.] R/mは無限体とすると次は同値である。

(1) I が Ulrichイデアルである。

(2) 勝手な I の極小節減 qに対して I2 ⊆ q ⊊ I かつ I/qは自由 R/I-加群である。

この命題と定理 2.2を合わせることで定理 1.4を得る。そのうえ、Sallyの結果 [13, Theorem 1.]の拡張を含む

次の結果を得る。

系 3.3. R/I が完全交叉となる Ulrichイデアル I が存在したと仮定する。d = dimR, r = r(R), v = v(R)とお

くと、次が正しい。

(1) 全ての有限生成 R-加群 M に対して

pdR M = inf{n ≥ 0 | ExtnR(M,M ⊕R) ̸= 0}

が成り立つ。特に、Rに対して Auslander-Reiten予想が成り立つ。

(2) r + d ≤ v.

(3) R/q ∼= S/Q2 となる r 次元局所完全交叉 S とその正則列 Q、Rの正則列 qが存在する。

(4) (cf. [13, Theorem 1.])　 v 次元正則局所環 T からの全射準同型写像 T → Rがあるとせよ。

0 → Fv−d → · · · → F1 → F0 → R → 0

を Rの極小 T 自由分解とする。このとき

rankT F0 = 1 かつ rankT Fi =

v−r−d∑
j=0

βi−j ·
(
v − r − d

j

)

for 1 ≤ i ≤ v − d, where βk =


1 if k = 0

k·
(
r+1
k+1

)
if 1 ≤ k ≤ r

0 otherwise.
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