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Abstract. 逆半群 (inverse semigroup), エタール亜群 (étale groupoid),
C*環は密接な関係にある. ここでは, それぞれにおける「商」の概念がどの
ように結びつくかを解説する.

0. Introduction

逆半群が与えられると, 普遍亜群と呼ばれるエタール亜群が構成される [6].
また, エタール亜群からは亜群 C*環と呼ばれる C*環が構成される [9]. これ
らの関係性を調べることは多くの研究者によって行われている. 本稿では, 逆
半群, エタール亜群, C*環の関係性を商の視点から考察する. 具体的には, 逆
半群がエタール亜群の商を誘導すること (Theorem 3.1.2)を主定理として紹
介する. この主定理の応用として, 逆半群のクリフォード化やアーベル化をエ
タール亜群の視点で捉える. また, 自由逆半群から得られる C*環の性質をエ
タール亜群を用いて調べる.

Section 1では基本的な定義や性質を述べる. Section 2では, 逆半群から得
られるエタール亜群や, エタール亜群から得られる亜群 C*環について紹介す
る. Section 3では, 逆半群, エタール亜群, 亜群C*環の商の関係性について述
べ, 具体例でどのような現象が起きているか確認する.

1. 準備
1.1. 逆半群. ここでは, 逆半群の定義と性質を述べる. 詳しくは [5]や [7], [6]
などの教科書を参照せよ.

Sを半群とする. s ∈ Sの一般化逆元とは, sts = s, tst = tを満たすような
t ∈ Sのことである. 任意の s ∈ Sに対し一般化逆元が一意に存在するような
半群を逆半群と呼ぶ. 以後, Sを逆半群とする. s ∈ Sの一般化逆元を s∗と表
す. E(S)を Sの idempotentからなる集合とする;

E(S) = {e ∈ S | e2 = e}.

E(S)は可換な部分半群になることが知られている.
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Example 1.1.1. Xを集合とする. I(X)を, Xの部分集合から部分集合への
全単射全体からなる集合とする;

I(X) ··= {f : U → V | U, V ⊂ X, f は全単射 }.

f ∈ I(X)の定義域,値域をそれぞれdom(f), ran(f)によって表す. f, g ∈ I(X)
の積を f ◦g|g−1(ran(f))と定めることによって, I(X)は逆半群になる. E(I(X))

はX のある部分集合上の恒等写像からなる集合となる.
X の構造に応じて, I(X)の元には適切な条件が課される. 例えば, X が位

相空間の時は I(X)はX の開集合から開集合への同相写像全体となる.
任意の逆半群が I(X)の部分半群として実現できることがWagner-Preston

の定理として知られている. これは群論におけるケーリーの定理の類似物で
ある.

S を逆半群とする. S 上の同値関係 ν ⊂ S × S が congruenceであるとは,
任意の a, s, t ∈ Sに対し (s, t) ∈ νならば (as, at), (sa, ta) ∈ νが成り立つこと
とする. νが congruenceであるとき, 商写像 S → S/νが準同型写像になるよ
うな逆半群の構造が S/νに定まる.

1.2. エタール亜群. ここではエタール亜群の定義と性質を述べる. 詳しくは
[9]や [10], [6]などのテキストを参照せよ.
亜群とは全ての射が可逆な小圏である. 本稿では次のような記号を用いる.

Definition 1.2.1. 亜群Gとは
• unit spaceと呼ばれる部分集合G(0) ⊂ G,
• domain mapと range map d, r : G → G(0),
• G(2) ⊂ G×G上で定義されている積

G(2) ··= {(α, β) ∈ G×G | d(α) = r(α)} ∋ (α, β) 7→ αβ ∈ G

で構成され, これらは以下を満たす;

(1) 任意の x ∈ G(0)に対し, d(x) = r(x) = xが成り立つ,

(2) 任意の (α, β) ∈ G(2)に対し, d(α)β = βと αr(β) = αが成り立つ,

(3) 任意の (α, β) ∈ G(2) に対し, d(αβ) = d(β)と r(αβ) = r(α)が成り
立つ,

(4) 任意の (α, β), (β, γ) ∈ G(2)に対し, (αβ)γ = α(βγ)が成り立つ,

(5) 任意の γ ∈ Gに対し, ある γ′ ∈ Gが存在して (γ′, γ), (γ, γ′) ∈ G(2),
d(γ) = γ′γと r(γ) = γγ′が成り立つ.

上の 5における γ′は γによって一意に決定されるので, γ′を γ−1と表す.

Example 1.2.2. 群は, unit space G(0)が 1点集合となる亜群Gと同一視す
ることができる. 集合は, G = G(0)となる亜群Gと同一視することができる.

Example 1.2.3. I を集合とし, 各 i ∈ I に対し群 Γiが与えられているとす
る. この時, 集合としての直和

∏
i∈I Γiには, I を unit spaceに持ち d = rと

なるような亜群の構造が自然に入る.

群に対して位相群という概念を考えるように, 亜群に対しても位相亜群と
いう概念が定義される. 位相亜群とは, 亜群の構造と相性の良い位相を備えた



亜群のことである. d : G → G(0)が局所同相写像になる時, Gをエタール亜群
と呼ぶ. エタール亜群は, ある種の離散性を備えた位相亜群である.

Proposition 1.2.4. Gをエタール亜群, x ∈ G(0)とする. このときG{x} ··=
d−1({x}), G{x} ··= r−1({x})は離散集合となる.

本稿では, 多くの場合G(0)が局所コンパクトハウスドルフ空間であること
を仮定する. 一方で, Gがハウスドルフ空間であることは仮定しない. 亜群
C*環や逆半群から得られるエタール亜群を考える際は, これらの仮定が自然
である.
エタール亜群Gが与えられた状況を考える. 与えられたエタール亜群Gか

ら新たなエタール亜群を構成する方法は色々あるが, 本稿では
(1) エタール亜群を不変集合に制限する.
(2) 正規部分亜群による商をとる.

という操作を考える. そのために, 不変集合や正規部分亜群を定義する.

Definition 1.2.5. F ⊂ G(0)が不変集合であるとは, 任意の α ∈ G(0)に対し
d(α) ∈ F ならば r(α) ∈ F が成り立つことである. x ∈ G(0)が不動点である
とは, {x}が不変集合であることと定義する. 不変集合 F に対し, Gの F への
制限 GF ··= d−1(F )は Gの部分亜群となる. 特に, Gの不動点全体からなる
集合への制限をGfixと表す.

Definition 1.2.6. 部分亜群H ⊂ Gが正規部分亜群であるとは,

G(0) ⊂ H ⊂ Iso(G)

を満たし, さらに αHα−1 ⊂ H が任意の α ∈ Gで成り立つこととする. ここ
で, Iso(G)は d(α) = r(α)となるような α ∈ G全体からなる集合である.

Proposition 1.2.7 ([4]). Gを亜群, H ⊂ Gを正規部分亜群とする. α, β ∈ G
に対し, d(α) = d(β)かつ αβ−1 ∈ H である時 α ∼ β と書く. この時 ∼は
Gの同値関係となる. また, G/H ··= G/∼には亜群の構造が定まり, 商写像
G → G/H が亜群の準同型になる.

Proposition 1.2.8 ([4]). Gを亜群, H ⊂ Gを開正規部分亜群とする. この
とき G/H もエタール亜群となる. また, G/H がハウスドルフであることと
H ⊂ Gが閉であることは同値である.

1.3. C*環. ここでは, C*環の定義や例を紹介する. 詳しくは [12]などの教科
書を参照せよ.

*-代数とは, 積, 対合 (involution) を持つ C 線形空間のことである. C*
環とは, ノルムを持つ*-代数 Aで, 任意の a, b ∈ Aに対し ∥ab∥ ≤ ∥a∥∥b∥,
∥a∗a∥ = ∥a∥2 が成り立つもののことである. C*環は必ずしも積の単位元を
持っている必要はない.

Example 1.3.1. Xを局所コンパクトハウスドルフ空間とする. C0(X)をX
上の無限遠で消える複素数値連続関数からなる集合とする. ここで, 連続関数
f : X → Cが無限遠で消えるとは任意の ε > 0に対し {x ∈ X | |f(x)| ≥ ε}が
コンパクト集合となることである. X がコンパクトである時, C0(X)はX 上
の連続関数全体からなる集合 C(X)と一致する.



C0(X)は各点での演算によってC代数となり,各店での複素共役によって対
合が定まり*-代数となる. また, f ∈ C0(X)のノルムを ∥f∥ ··= supx∈X |f(x)|
によって定めると, C(X)はC*環となる. Gelfand-Naimarkの定理により, 任
意の単位的な可換 C*環はある C(X)と同型になる.

Example 1.3.2. Hilbert空間H に対し, H 上の有界線形作用素全体からな
る集合をB(H)とする. B(H)は自然な構造によってC*環となる. 任意のC*
環は, B(H)の部分環として実現できることが Gelfand-Naimarkの定理とし
て知られている.

2. 逆半群, エタール亜群, C*環の関係
2.1. 逆半群からエタール亜群へ. S を逆半群, X を位相空間とする. S から
I(X)への準同型写像 α : S ∋ s 7→ αs ∈ I(X)を作用と呼び, α : S ↷ X と表
す. 以下では, 作用 α : S ↷ Xから構成されるエタール亜群 S ⋉α Xについて
説明する.

α : S ↷ X を作用とする.

S ⋉α X ··= {(s, x) ∈ S ×X | x ∈ dom(αs)}/∼

と集合 S ⋉α Xを定める. ここで, (s, x) ∼ (t, y)であるとは以下の二条件が満
たされることと定義した;

• x = yである.
• se = teかつ x ∈ dom(αe)となる e ∈ E(S)が存在する.

(s, x)の同値類を [s, x]と表す. S ⋉α X の unit spaceを

S ⋉α X(0) ··= {[e, x] ∈ S ⋉α X | e ∈ E(S), x ∈ dom(αe)}

と定義する. S ⋉α X(0)は写像

S ⋉α X(0) ∋ [e, x] 7→ x ∈ X

によってXと同一視される. d([s, x]) = x, r([s, x]) = αs(x)によって domain
map, range mapが定義される. [s, y], [t, x] ∈ S ⋉α X の積は y = αt(x)であ
る時に定義され, それは [st, x]である. 最後に, [s, x]の逆元は [s∗, αs(x)]とな
る. 以上の構造によって S⋉α Xは亜群となる. また, 開集合U ⊂ dom(αs)に
対し,

[s, U ] ··= {[s, x] ∈ S ⋉α X | x ∈ U}
と定める. [s, U ]たちは S ⋉α X の開基を成し, この位相によって S ⋉α X は
エタール亜群となる.

逆半群 S は, idempotentからなる集合 E(S)のスペクトラム Ê(S)に自然
な作用を持つ. この作用から得られるエタール亜群は普遍亜群と呼ばれ, 重要
なエタール亜群である. 以下, この作用について説明する.

Sを逆半群とする. Ê(S)を, E(S)から {0, 1}への 0でない準同型全体から
なる集合とする. Ê(S)は {0, 1}E(S)の部分集合とみなせるので, Ê(S)の位相
として {0, 1}E(S)の相対位相を考える. チコノフの定理などを用いると, Ê(S)
は局所コンパクトハウスドルフ空間となることがわかる.



作用 β : S ↷ Ê(S)を定義する. s ∈ Sに対し,

dom(βs) ··= {ξ ∈ Ê(S) | ξ(s∗s) = 1}, ran(βs) ··= {ξ ∈ Ê(S) | ξ(ss∗) = 1}

と定める. dom(βs), ran(βs)は Ê(S)のコンパクト開集合となる. ξ ∈ dom(βs)
に対しβs(ξ) ∈ ran(βs)をβs(ξ)(e) ··= ξ(s∗es)によって定める. βs : dom(βs) →
ran(βs)は位相同型を与え, S ∋ s 7→ βs ∈ I(Ê(S))は作用となる.

Definition 2.1.1. Sを逆半群とする. Gu(S) ··= S ⋉β Ê(S)を Sの普遍亜群
(universal groupoid)と呼ぶ.

任意の Boolean action S ↷ X に対し, S ⋉X はGu(S)に埋め込むことが
できる. Boolean actionやこの普遍性については, [11]や [6]などを参照せよ.

2.2. エタール亜群からC*環へ. エタール亜群から得られるC*環 (亜群C*環)
の定義 (の気持ち)を簡単に述べる. ページ数の都合上詳しく述べることはで
きないので, 詳しくは [10]や [6]を参考せよ. 流れとしては, 然るべきG上の
関数からなる convolution algebraを完備化することで亜群 C*環が構成され
る. 以下, その流れを簡単に説明する.

Gをエタール亜群とし, G(0)が局所コンパクトハウスドルフ空間であると
仮定する. 開ハウスドルフ部分空間U ⊂ Gに対し, U上のコンパクトサポート
を持つ複素数値連続関数全体からなる線形空間をCc(U)と書く. また, Cc(U)
の元をG \ U 上で 0と拡張することでG上の関数とみなす (Gがハウスドル
フ性を持たない時, Cc(U)の元は U 上では連続だが G上で連続とは限らな
い). C(G) ··= spanU Cc(U)と定義する1). ただし, U は Gの全ての開ハウス
ドルフ部分空間に渡る. C(G)は各点での和によって Cベクトル空間になる.
f, g ∈ C(G)に対し, f ∗ g, f∗ ∈ C(G)を以下で定義する;

f ∗ g(γ) ··=
∑
αβ=γ

f(α)g(β), f∗(γ) ··= f(γ−1).

これらの構造によって, C(G)は involution f 7→ f∗を持つ C代数 (*-代数)と
なる. C(G)を稠密に含むC*環のうち universalなものをC∗(G)と書き, full亜
群C*環と呼ぶ. ここで, universalityとは「C(G)を稠密に含むC*環はC∗(G)
の商C*環となる」ということを意味する. 他に, C(G)は左正則表現から定ま
るノルム (被約ノルム)を持つ. 被約ノルムによる完備化をC∗

λ(G)と書き被約
亜群 C*環と呼ぶ. full亜群 C*環の universalityから全射 C∗(G) → C∗

λ(G)が
定まるが, この全射が同型写像になるかどうかはGの従順性と呼ばれる性質
と関係し深い話題である. 詳しくは [1]や [2]を参照せよ.

3. 逆半群, エタール亜群, C*環の商の関係性
3.1. 逆半群の商とエタール亜群の商, 不変集合. ここでは, 逆半群の congru-
enceが普遍亜群の不変集合, 正規部分群を誘導することを解説する.

1)Gがハウスドルフ性を持つ時, C(G)は Cc(G)と一致する.



Sを逆半群, νをSのcongruence, q : S → S/νを商写像とする. q̂ : Ê(Sν) →
Ê(S)を

q̂ : Ê(S/ν) ∋ ξ 7→ ξ ◦ q ∈ Ê(S)

によって定める. q̂は像 Fν ··= q̂(Ê(Sν))への同相写像を与える. Fν ⊂ Ê(S)
は Gu(S)の不変閉集合となることも分かる. また, Fν は恒等写像 1を含み
(unital), ξη ̸= 0となるような ξ, η ∈ Fν に対し ξη ∈ Fν が成り立つ (multi-
plicative). ここで, ξηは各点での積によって定義される.
実は, 以下のことが成り立つ.

Proposition 3.1.1 ([3]). Fν ⊂ Ê(S)はGu(S)の unitalかつmultiplicative
な閉不変集合である. 逆に, Gu(S)の unitalかつmultiplicativeな閉不変集合
はこの形で与えられる.

Fν は「ν が E(S)をどれぐらい割るか」という情報を持っている. 実際,
e, f ∈ E(S)が (e, f) ∈ νであることと任意の ξ ∈ Fρに対し ξ(e) = ξ(f)が成
り立つことは同値である.
次に, ν が不変亜群の正規部分亜群を誘導することを解説する. ker ν ··=

q−1(E(S/ν)) ⊂ S と ker ν ⊂ S を定めると, ker ν は S の部分逆半群であり,
s ker νs∗ ⊂ ker ν が任意の s ∈ S について成り立つ (つまり, ker ν は S の
正規部分逆半群である). 自然に Gu(ker ν) ⊂ Gu(S)とみなすことができる
が, ker νが部分逆半群であることからGu(ker ν) ⊂ Gu(S)は部分亜群となる.
Gu(ker ν) ⊂ Gu(S)は正規であるとは限らないが, Fν に制限すると正規とな
り以下の定理が成り立つ.

Theorem 3.1.2 ([3]). Gu(ker ν)Fν はGu(S)Fν の開正規部分亜群である. ま
た,

Φ: Gu(S)Fν ∋ [s, q̂(ξ)] 7→ [q(s), ξ] ∈ Gu(S/ν)

によって定まる写像 Φはエタール亜群としての全射準同型であり,

Φ−1(Gu(S/ν)
(0)) = Gu(ker ν)Fν

を満たす. 特に, エタール亜群の準同型定理により Gu(S)Fν/Gu(ker ν)Fν と
Gu(S/ν)は同型である.

逆半群 T が Cliffordであるとは, 任意の t ∈ T に対し t∗t = tt∗が成り立つ
ことである. 任意の逆半群Sに対し, そのクリフォード化SClif ··= S/νClifが存
在する. すなわち, SClif は「任意のクリフォード逆半群 T と準同型φ : S → T
に対し, φ̃ ◦ q = φとなる準同型 φ̃ : SClif → T が存在する」という普遍性によ
て特徴付けられる逆半群である (ここで, q : S → SClif を商写像とした). 同様
にして, Sのアーベル化 Sabも定義される [8].

Theorem 3.1.2は, 商逆半群の普遍亜群の計算に役立つ. 例えば, 以下のよ
うな主張が成り立つ.

Corollary 3.1.3 ([3]). 以下の二つの同型が成り立つ;

Gu(S
Clif) ≃ Gu(S)fix, Gu(S

ab) ≃ Gu(S)
ab.

ただし, Gu(S)
abは [4, Definition 3.2.2]で定義されるエタール亜群である.



3.2. 逆半群の商とC*環の商. 逆半群Sに対し, Sによって生成される普遍C*
環をC∗(S)と書き, 逆半群C*環と呼ぶ. また, Sの左正則表現を用いることで,
被約逆半群C*環C∗

λ(S)が定義される. Paterson[6]によって, C∗(S)とC∗
λ(S)

はそれぞれC∗(Gu(S))やC∗
λ(Gu(S))と同型になることが知られている. ここ

では, これまでに得られたGu(S)に関する事柄を用いて逆半群C*環の具体例
を解析する.
集合X に対し, FIS(X)をX が生成する自由逆半群とする. FIS(X)はX

を含み,「Xから逆半群 T への写像は, FIS(X)から T への準同型に一意的に
延びる」という普遍性によって特徴付けられる (詳しくは [5]を見よ). また,
FCIS(X)をXが生成する自由Clifford逆半群とする. FCIS(X)はFIS(X)Clif

と自然に同型となる.

Proposition 3.2.1. Xを集合とする. また,集合Aが生成する自由群をF(A)
と表す. この時, 以下の同型が存在する;

Gu(FCIS(X)) ≃
⨿

∅≠A⊂X

F(A).

また, 上の同型により C*環の同型

C∗(FCIS(X)) ≃
⊕

∅≠A⊂X

C∗(F(A)), C∗
λ(FCIS(X)) ≃

⊕
∅≠A⊂X

C∗
λ(F(A))

が導かれる.

C∗(S)の普遍性から, 逆半群 S から T への準同型は C∗(S)から C∗(T )へ
の準同型を導く (被約逆半群C*環はこのような普遍性を持っておらず, C∗

λ(S)
から C∗

λ(T )への準同型が導かれるとは限らない. この準同型が導かれるかど
うか確かめるには左正則表現から定まるノルムについて計算する必要があり,
一般には難しい問題である). 特にFIS(X)からFCIS(X)への自然な全射準同
型は, C∗(FIS(X))からC∗(FCIS(X))への全射準同型を導く. |X| ≥ 2である
とき, C∗(FCIS(X))は位数 2の full群C*環を直和成分として含むので完全で
はない. 特に, C∗(FIS(X))も完全でないことがわかる. ここでは完全なC*環
の全射像が完全になることを用いた. C*環の完全性や上の事実に関しては [2]
を参照せよ.
実は, C∗

λ(FIS(X))から C∗
λ(FCIS(X))に全射準同型が延びることがエター

ル亜群の理論を用いると以下のようにして分かる. FCIS(X)はFIS(X)のClif-
ford化であるから, Corollary 3.1.3を用いるとGu(FCIS(X)) = Gu(FIS(X))fix
となることがわかる. C∗

λ(Gu(FIS(X)))からGu(FIS(X)fix)へは,

C(Gu(FIS(X)) ∋ f 7→ f |Gu(FIS(X)fix) ∈ C(Gu(FIS(X)fix))

を延長するような全射準同型が存在する2). したがって, C∗
λ(FIS(X)) から

C∗
λ(FCIS(X)) に全射準同型が延びることが分かる. |X| ≥ 2 であるとき,

C∗
λ(FCIS(X))は nuclearではないので, C∗

λ(FIS(X))も nuclearではない. 一
方, C∗

λ(FCIS(X))は完全である. C∗
λ(FIS(X))が完全であるかどうかは, 著者

2)左正則表現の定義に基づいて f と f |Gu(FIS(X)fix) の被約ノルムを計算することで, この写像
が有界であり定義域が全体に延びることが確かめられる.



の知ってる限りでは未知であると考えている. C*環の nuclearityに関しては
[2]を参照せよ.

Acknowledgement. 本研究は理研の大学院生リサーチ・アソシエイト制度
の下での成果です。
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