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1 背景

1.1 ホモロジー的ミラー対称性

本稿では, トーラス上におけるホモロジー的ミラー対称性と関連した話題を取り扱う. そのため,

本節ではまずそれについての簡単な説明を行うことにする.

はじめに, ミラー対称性とはそもそも何なのかということに関して言及しておく. M をカラビ・

ヤウ多様体とする. カラビ・ヤウ多様体は複素構造 J とシンプレクティック構造 ωを両方備えてい

るので, (何かしらの意味で定義された)M の複素構造のみに依存して定まる量を J(M), M のシン

プレクティック構造のみに依存して定まる量を ω(M)と書くことにする. このとき, ミラー対称性

とは, 任意のカラビ・ヤウ多様体M に対してあるカラビ・ヤウ多様体 M̌ が存在し,

J(M) ∼= ω(M̌) (1)

といった関係式が成り立つという現象のことである. 特に, このような関係にあるカラビ・ヤウ多

様体の組 (M, M̌)はしばしばミラー対と呼ばれる. ミラー対の例として最も基本的であると考え

られているのは楕円曲線の組であるが, これを高次元化したものである複素トーラスとシンプレク

ティックトーラスの組もミラー対の例を与える.

実際には, 一口にミラー対称性 (予想)と言っても, 上記の (1)における J(M)や ω(M̌)のとり

方に応じていくつかの定式化の仕方が考えられる. そのような定式化の中の 1つであって, (1)に

おける J(M), ω(M̌)の部分をそれぞれある適切な導来圏 (三角圏)としたようなものが 1994年に

Kontsevichによって提案されたホモロジー的ミラー対称性 (予想) [11]であり, これを正確に述べ

ると以下のようになる.

予想 1.1 (Kontsevich). 任意のカラビ・ヤウ多様体M に対してあるカラビ・ヤウ多様体 M̌ が存在

し, M 上で定義される連接層の成す有界導来圏Db(Coh(M))と M̌ 上で定義される深谷圏 Fuk(M̌)

から得られる三角圏 Tr(Fuk(M̌))の間に, 三角圏としての圏同値

Db(Coh(M)) ∼= Tr(Fuk(M̌))

が存在する.

この予想 1.1に関して, いくつか注意事項を記しておく. まず, 深谷圏 Fuk(M̌)とは, M̌ 内のラ

グランジュ部分多様体 1とその上のユニタリ局所系の組の成すA∞圏のことである [4]. 今回はA∞
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1シンプレクティック多様体 (M,ω)内のラグランジュ部分多様体 Lとは, dimL = 1
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あって, ω|L = 0 を満たすようなもののことである.



圏の定義等の詳細は省略するが, ここで注意すべき点は, Fuk(M̌)はあくまでも A∞圏であって三

角圏の構造を持つわけではないので直接左辺のDb(Coh(M))と比較することができないというこ

とである. そこで必要となるのが Bondal, Kapranov, Kontsevichによって考案された A∞圏 C か

ら三角圏 Tr(C )を作り出す構成法 [3], [11]であり, これによって A∞圏 Fuk(M̌)を用いて三角圏

Tr(Fuk(M̌))を構成することができ, この Tr(Fuk(M̌))とDb(Coh(M))を三角圏として比較して

みると実は本質的に同じものになっているのではないだろうか?ということを問うているのがホモ

ロジー的ミラー対称性 (予想)というわけである. 歴史的には, この予想 1.1はまず始めに楕円曲線

上における場合が研究され ([15], [14], [1]など), その後, それの一般化としてアーベル多様体上に

おける場合に関する研究も成されていった ([12], [5]など).

それでは, 実際に予想 1.1を攻略しようとした場合, どのようにアプローチするのが有効なので

あろうか? この問いに対する答えの 1つとして, ここでは与えられた導来圏 (三角圏)に対する “生

成系”に注目したアイディアを紹介しておく. 一般的に, 与えられた三角圏 C に対してある A∞圏

C ′ が存在して

C ∼= Tr(C ′)

が成り立つとき, C ′ は C を生成するという. ただし, 与えられた三角圏 C に対してそれを生成す

るような A∞ 圏 C ′ を見つけるということは必ずしも容易ではない. しかしながら, ここではとり

あえず, Tr(Fuk(M̌)), Db(Coh(M))を生成するような A∞ 圏 AM̌ , BM がそれぞれとれたと仮定

してみよう :

Tr(Fuk(M̌)) ∼= Tr(AM̌ ), Db(Coh(M)) ∼= Tr(BM ).

もちろん, AM̌ としては Fuk(M̌)そのものを考えることもできるが, 生成系としてはできるだけ小

さいものをとる方が望ましい. このとき, もし A∞ 圏としての圏同値 AM̌
∼= BM が存在するので

あれば, 三角圏としての圏同値 Tr(AM̌ ) ∼= Tr(BM )が存在する, すなわち予想 1.1が成り立つとい

うことも自動的に証明されたことになる.

実際のところ, BM としては一般のA∞圏ではなく, M 上で定義されたある種の正則ベクトル束

から成る DG圏をとることができると期待されており, また, ミラー対 (M, M̌)がトーラスの組で

ある場合に関しては, 厳密に証明されているわけではないと思われるものの, AM̌ の対象としてア

ファインなラグランジュ部分多様体とその上のユニタリ局所系の組のみを考えておけば十分ではな

いかということが予想されている.

1.2 SYZ構成

前節では, ミラー対称性, 特にホモロジー的ミラー対称性の概要について簡単に説明したわけで

あるが, そもそもこれらの双対性を議論する土台となるミラー対と呼ばれるカラビ・ヤウ多様体の

組はどのようにして得ることができるのであろうか? この問いに対する答えとなり得ることが期待

されている有力なアイディアとして SYZ構成 (予想)[16]と呼ばれているものがあるので, 本節で

はこの構成法について簡単に説明しておく. 一般的に, ファイバーがトーラスであるようなファイ

バー束のことをトーラスファイバー束と呼ぶ. SYZ構成 (予想)とは, 要するに, ミラー対と呼ばれ

るカラビ・ヤウ多様体の組 (M, M̌)は, ある共通の底空間 B 上で定義される 2つの特殊ラグラン

ジュトーラスファイバー束 π : M → B, π̌ : M̌ → B として実現することができるということを主

張するものである 2. 特に, 任意の点 b ∈ B 上における 2つのトーラスファイバー π−1(b), π̌−1(b)

2一般的には, ファイバー π−1(b), π̌−1(b) (b ∈ B) として特異ファイバーが含まれる場合があり, その際には特異ファ
イバーが含まれない場合には起こり得なかった様々な技術的困難が発生する. このような意味で, “SYZ 予想” と書く方が
より正確ではある.



は互いに双対な関係にあり, この双対性は T-双対性と呼ばれている. この構成法に従うと, 例えば,

n次元複素トーラスX とそのミラーパートナー X̌ から成るミラー対 (X, X̌)は, B ≈ Tn(Tn は n

次元実トーラスを表す)となるような底空間B上における 2つの自明な特殊ラグランジュトーラス

ファイバー束 π : X → B, π̌ : X̌ → B として実現することができる.

また, 以下のような意味で, SYZ構成 (予想)は予想 1.1とも深く関係している. 例えば, (X, X̌)が

上述のような形で SYZ構成を介して記述されていると仮定してみよう. 一般的に, b ∈ B上における

ファイバー π−1(b), π̌−1(b)は互いに双対な関係にあるトーラスであるから, これらの上で Poincaré

直線束と呼ばれる直線束を定義することができる. このような状況下において, π̌ : X̌ → Bのアファ

インラグランジュ多重切断とその上のユニタリ局所系の組を対象とするような, 深谷圏 Fuk(X̌)の

充満部分圏 AX̌ をとった場合, π : X → B と π̌ : X̌ → B のファイバーに沿った Fourier-Mukai変

換 (の類似物)を考えることによってX 上で定義されたある種の正則ベクトル束を構成することが

でき, さらに, これらの正則ベクトル束は自然に DG圏BX を成す. 特に, これらのAX̌ , BX がそ

れぞれ Tr(Fuk(X̌)), Db(Coh(X))を生成すること, 及び A∞ 圏としての圏同値 AX̌
∼= BX が存

在することが示されれば自動的に予想 1.1の主張が従うということは前節において述べた通りであ

る. 一般的に, 上記のような Fourier-Mukai変換 (の類似物)を SYZ変換 ([13], [2])と呼ぶ. このよ

うな見方はより一般のミラー対に対しても有効であるため, そのような意味では, SYZ構成により

得られたミラー対に対するホモロジー的ミラー対称性は, それらのファイバーに沿った SYZ変換

によって実現されると言っても過言ではない.

2 問題意識

まず, 本稿では, 第 1章において述べたことを考慮して, シンプレクティック幾何学側においては

深谷圏 Fuk(X̌)の充満部分圏として π̌ : X̌ → Bのアファインラグランジュ多重切断とその上のユ

ニタリ局所系の組を対象とするようなものを考えることとし, その充満部分圏を Fukaff (X̌)と書

く. このとき, 第 1.2節において説明した SYZ変換を用いることにより, Fukaff (X̌)の各対象はX

上におけるある正則ベクトル束へと変換されるが, 特に, そのような正則ベクトル束は単純な射影

的平坦束 (定数曲率接続を持つ正則ベクトル束の一種)となることが知られている. しかしながら,

一般的にはそのような正則ベクトル束の変換関数の定義の仕方は一意的ではないので, ここでは,

SYZ変換によって得られる単純な射影的平坦束を, とりうる変換関数の自由度を全て考慮して考え

ることとする. このようにして得られる正則ベクトル束は自然に DG圏 DGX を成し, また, この

DGX はDb(Coh(X))を生成するということが予想されている. よって, 変換関数の定義の仕方を

一つ固定した場合, SYZ変換により, 単射

ι : Ob(Fukaff (X̌)) → Ob(DGX)

が定まり,さらに, [5]において,この ιがFukaff (X̌)の対象の同型類全体の成す集合Obisom(Fukaff (X̌))

とDGX の対象の同型類全体の成す集合 Obisom(DGX)との間の単射

ιisom : Obisom(Fukaff (X̌)) → Obisom(DGX)

を誘導するということも証明されている. しかしながら, この ιisom の全射性についてはこれまで

に議論されてこなかった. 以上のことを踏まえ, 筆者は [9]において, ιと逆向きの自然な写像

Ob(DGX) → Ob(Fukaff (X̌))

を具体的に構成し, 上記の ιisom が実際には全単射になっているということを証明した. 本稿では,

この結果について説明する.



3 主結果

まず始めに, 複素幾何学側とシンプレクティック幾何学側における圏の対象について説明し, その

後, 主定理を述べる. 以下, r ∈ N, A = (aij) ∈ M(n;Z), p, q ∈ Rn, ζ := e
2πi
r (i =

√
−1)とし, 与

えられた 2つの整数m, nに対する最大公約数を gcd(m,n) (> 0)と書く. また, 虚部が正定値とな

るような n次複素行列 T ∈ M(n;C)を用いて定義される n次元複素トーラス Cn/2π(Zn ⊕ TZn)

を T 2n
J=T と書くことにする :

T 2n
J=T := Cn/2π(Zn ⊕ TZn).

ただし, 本稿においては, 対応するミラーパートナーの定義の仕方に関する都合上, T は正則行列で

あると仮定する 3. また, この複素トーラスの局所座標を z = x+ Tyと書く. ここで,

z := (z1, · · · , zn)t, x := (x1, · · · , xn)
t, y := (y1, · · · , yn)t

である. この T 2n
J=T のミラーパートナーを定義するために, 2n次元実トーラス T 2nを 1つとり, そ

の局所座標を (x̌, y̌)と書くことにする. ここで,

x̌ := (x1, · · · , xn)t, y̌ := (y1, · · · , yn)t

である. この T 2n 上における複素化されたシンプレクティック形式を

dx̌t(−T−1)tdy̌

と定義し, 本稿では, この複素化されたシンプレクティックトーラスを複素トーラス T 2n
J=T のミラー

パートナーとして取り扱う :

Ť 2n
J=T :=

(
T 2n, dx̌t(−T−1)tdy̌

)
.

3.1 複素幾何学側

複素幾何学側において考えるべき対象は,以下のようにして定義される正則ベクトル束E(r,A,r′,U,p,q) →
T 2n
J=T であるが, ここでは, まず E(r,A,r′,U,p,q)を複素ベクトル束として定義し, その後, それが正則

ベクトル束になるための条件について述べる.

まず, 単因子論より, 任意の A ∈ M(n;Z)に対して

AAB =



ã1
. . .

ãs

0

. . .

0


を満たすような A, B ∈ GL(n;Z) が存在することに注意する. ここで, ãi ∈ N (i = 1, · · · , s,
1 ≤ s ≤ n)かつ ãi|ãi+1 (i = 1, · · · , s − 1)である. このとき, r′i ∈ N, a′i ∈ Z (i = 1, · · · , s)を, 関

係式
ãi
r

=
a′i
r′i
, gcd(r′i, a

′
i) = 1

3T が正則行列でない場合の T 2n
J=T のミラーパートナーの定義の仕方に関しては [8] において詳しく議論される予定で

ある.



により定義し, さらに,

r′ := r′1 · · · r′s ∈ N

とおく. この r′ ∈ Nは与えられた (r,A) ∈ N×M(n;Z)を用いて一意的に定義されるものであり,

実際には E(r,A,r′,U,p,q) の階数を表す.

以下, E(r,A,r′,U,p,q) の変換関数について説明するが, これの厳密な定義を述べると表記が非常に

煩雑になるため, ここでは次のような大雑把な説明を与えるにとどめる. s(x1, · · · , xn, y1, · · · , yn)
を局所的に定義されたE(r,A,r′,U,p,q)の滑らかな切断とする. このとき, xj 7→ xj +2π, yk 7→ yk+2π

(j, k = 1, · · · , n)とした場合の変換関数をそれぞれ

s(x1, · · · , xj + 2π, · · · , xn, y1, · · · , yn) = e
i
r ajyVj · s(x1, · · · , xj , · · · , xn, y1, · · · , yn),

s(x1, · · · , xn, y1, · · · , yk + 2π, · · · , yn) = Uk · s(x1, · · · , xn, y1, · · · , yk, · · · , yn)

と定める. ただし, aj := (a1j , · · · , anj) ∈ Zn, Vj , Uk ∈ U(r′)であり, これらの Vj , Uk ∈ U(r′)と

してはコサイクル条件

VjVk = VkVj , UjUk = UkUj , ζ−akjUkVj = VjUk

を満たすようなもののみを考えなければならない. これらのことを考慮し, 集合 U を,

U :=
{
Vj , Uk ∈ U(r′) | VjVk = VkVj , UjUk = UkUj , ζ−akjUkVj = VjUk, j, k = 1, · · · , n

}
と定義する. 一般的に, 与えられた任意の (r,A) ∈ N×M(n;Z)に対して E(r,A,r′,U,p,q)が単純とな

るような U ̸= ∅を必ずとることができるということが知られており ([9], Proposition 3.2), 本稿に

おいても, E(r,A,r′,U,p,q) としては単純なもののみを取り扱う. ただし, そのような U の定義の仕方
は一意的ではない.

さらに, E(r,A,r′,U,p,q) 上における接続を以下のようにして定める :

d− i

2π

((
1

r
xtAt +

1

r
pt
)
+

1

r
qtT

)
dy · Ir′ .

ここで, dは外微分作用素, Ir′ は r′ 次単位行列を表す. また, 上記の接続形式の部分は単位行列に

1-形式がかけられている形になっているが, これは E(r,A,r′,U,p,q)が射影的平坦束になっているとい

うことを示唆している (射影的平坦束の定義等についてはここでは述べないが, 詳細については例

えば [10], [7]を見よ).

これで複素ベクトル束 E(r,A,r′,U,p,q) を定義することができたわけであるが, この E(r,A,r′,U,p,q)

が正則ベクトル束になるための条件は以下のような形で述べることができる.

命題 3.1. 与えられた 4つ組 (r,A, p, q) ∈ N×M(n;Z)×Rn ×Rnを用いて定義される複素ベクト

ル束 E(r,A,r′,U,p,q) → T 2n
J=T が正則ベクトル束となるための必要十分条件は, AT = (AT )t が成り

立つことである.

また, 詳細は省略するが, これらの正則ベクトル E(r,A,r′,U,p,q) は自然に DG圏DGT 2n
J=T
を成す.

特に, このDGT 2n
J=T
はDb(Coh(T 2n

J=T ))を生成するということが期待されている.



3.2 シンプレクティック幾何学側

本節では, E(r,A,r′,U,p,q) → T 2n
J=T と対応するミラー双対な対象について説明する. まず, Ť 2n

J=T 内

の n次元部分多様体 L(r,A,p) を

L(r,A,p) :=

{(
x̌

y̌

)
∈ Ť 2n

J=T | y̌ =
1

r
Ax̌+

1

r
p

}

で定める. さらに, この L(r,A,p) 上における自明な複素直線束 L(r,A,p,q) → L(r,A,p) であって, 平坦

接続

∇L(r,A,p,q)
:= d− i

2π

1

r
qtdx̌

をもつようなものを考える. これらL(r,A,p)とL(r,A,p,q)の組 (L(r,A,p),L(r,A,p,q))を深谷圏の対象と

して取り扱うためには, L(r,A,p)が Ť 2n
J=T 内におけるラグランジュ部分多様体となり, かつ L(r,A,p,q)

に対しても条件

dx̌tBdy̌|L(r,A,p)
= ΩL(r,A,p,q)

= 0

を課す必要がある. ここで, ΩL(r,A,p,q)
は平坦接続∇L(r,A,p,q)

から定まる曲率形式を表す. これらの

ことを考慮して局所的な計算を行うことにより, 次の命題を得ることができる (命題 3.1と比較し

てみよ).

命題 3.2. 与えられた4つ組 (r,A, p, q) ∈ N×M(n;Z)×Rn×Rnを用いて定義される組 (L(r,A,p),L(r,A,p,q))

を Ť 2n
J=T 上の深谷圏の対象として取り扱うための必要十分条件は, AT = (AT )tが成り立つことで

ある.

以降, 関係式 AT = (AT )t を満たす組 (L(r,A,p),L(r,A,p,q))を対象とするような, Ť 2n
J=T 上の深谷

圏 Fuk(Ť 2n
J=T )の充満部分圏を Fukaff (Ť

2n
J=T )と書くことにする.

ここで, SYZ構成との関係について簡単に述べておく. まず, 複素化されたシンプレクティック

トーラス Ť 2n
J=T を自明な特殊ラグランジュトーラスファイバー束 π̌ : Ť 2n

J=T → Rn/2πZn と見なし

た場合, x̌が底空間 Rn/2πZn の局所座標, y̌ が π̌ : Ť 2n
J=T → Rn/2πZn のファイバーの局所座標と

対応していることに注意する. このとき, Ť 2n
J=T 内のアファインラグランジュ部分多様体 L(r,A,p)は

π̌ : Ť 2n
J=T → Rn/2πZn のアファインラグランジュ多重切断

s(x̌) =
1

r
Ax̌+

1

r
p

と見なすことができ, さらに, r′ ∈ N (E(r,A,r′,U,p,q) の階数)は, 各点 x̌ ∈ Rn/2πZn における s(x̌)

の多重度 (すなわち, 各点 x̌ ∈ Rn/2πZn に対して s(x̌)は r′ 個の点から成る)と対応している.

3.3 主定理

第 2章において述べた通り, 全単射 Obisom(DGT 2n
J=T

) → Obisom(Fukaff (Ť
2n
J=T ))を誘導するよ

うな写像 Ob(DGT 2n
J=T

) → Ob(Fukaff (Ť
2n
J=T ))の定義の仕方について説明することが本節の目的

である.

まず, Fukaff (Ť
2n
J=T )の対象を定義する際に必要となるパラメータは r, A, p, qの 4つであるが,

一方, DGT 2n
J=T
の対象 E(r,A,r′,U,p,q) を定義する際に必要となるパラメータは r, A, p, q, U の 5つ

である (r′ は r, Aを与えれば一意的に定まるものであることに注意せよ). したがって, もし写像

Ob(DGT 2n
J=T

) → Ob(Fukaff (Ť
2n
J=T ))を定義したければ, r, A, p, qに関する情報だけでなく, U に



関する情報もうまく変換しなければならない. 例えば, 写像 Ob(DGT 2n
J=T

) → Ob(Fukaff (Ť
2n
J=T ))

を安直に

E(r,A,r′,U,p,q) 7→ (L(r,A,p),L(r,A,p,q))

と定義したとしてみよう. するとこのとき,一般的には与えられた (r,A, p, q) ∈ N×M(n;Z)×Rn×Rn

に対して E(r,A,r′,U,p,q) ̸∼= E(r,A,r′,U ′,p,q) となるような互いに異なる U と U ′ をとることができ

るので, 明らかに写像 E(r,A,r′,U,p,q) 7→ (L(r,A,p),L(r,A,p,q)) からは全単射 Obisom(DGT 2n
J=T

) →
Obisom(Fukaff (Ť

2n
J=T ))が誘導されない.

以下, 上述のことを考慮し, 本稿における主定理を証明抜きで述べる. ただし, ξ, θ ∈ Rn は以下

のようにして定まるものとする : U の元 Vj , Uk ∈ U(r′) (j, k = 1, · · · , n)に対し, ξj , θk ∈ Rn を

関係式

eiξj = detVj , eiθk = detUk

によりそれぞれ定めることができる. このことを考慮し,

ξ := (ξ1, · · · , ξn)t, θ := (θ1, · · · , θn)t ∈ Rn

とおく.

定理 3.3 ([9], Theorem 5.1). 写像 Ob(DGT 2n
J=T

) → Ob(Fukaff (Ť
2n
J=T ))を

E(r,A,r′,U,p,q) 7→ (L(r,A,p− r
r′ θ)

,L(r,A,p− r
r′ θ,q+

r
r′ ξ)

)

と定義すると, これは全単射 Obisom(DGT 2n
J=T

) → Obisom(Fukaff (Ť
2n
J=T ))を誘導する.
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