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概要

Dijkgraaf-Witten 不変量は向き付けられた閉 3 次元多様体の位相不変量であり，有限群とそ

の 3-コサイクルを与えるごとに定まる不変量である．Dijkgraaf-Witten 不変量は閉 3次元多様

体の 4 面体分割を用いて組合せ的に構成できる．本講演では，Dijkgraaf-Witten 不変量を境界

付き 3次元多様体に対して一般化し，カスプ付き 3次元双曲多様体に対する計算例を紹介する．

1 導入

3次元多様体の位相不変量である Dijkgraaf-Witten不変量は，1990年に 2人の物理学者 Dijkgraaf

と Witten [3] によって導入された. 向き付けられた閉 3次元多様体 M の Dijkgraaf-Witten 不変量

は，有限群 G と G の U(1) 値 3-コサイクル α を与えるごとに決まる位相不変量で，次のように定

義される:

Z(M) =
1

|G|
∑

γ∈Hom(π1(M),G)

⟨γ∗[α], [M ]⟩ ∈ C.

この定義より，Dijkgraaf-Witten 不変量 Z(M) はホモトピー不変量である．

Dijkgraaf と Witten はこの不変量 Z(M) を M の 4面体分割を用いて組合せ的に構成できるこ

とを述べた. 基本類 [M ] は 4 面体分割 K における 4 面体の和で表せること，及び M のループは

K の辺の和で表せ，γ ∈ Hom(π1(M), G) は K の向きの付いた辺の集合から G への写像 (K の

coloring と呼ぶ)によって表せることがそのアイデアの根拠である．

Z(K) =
1

|G|a
∑

φ∈Col(K)

∏
4 面体

α(g, h, k)±1.

ここで，a は K の頂点の個数，g, h, k ∈ G は 4面体の辺の color である．

Wakui [6] により，この Z(K) が 4面体分割 K の選び方に依らず，M の位相不変量となること

が示された．

2 Dijkgraaf-Witten 不変量の組合せ的な定義

Dijkgraaf-Witten 不変量を定義する際に必要となる概念を以下で説明する．

G を群とする．
α : G×G×G→ U(1)



ϵ1 = 1, ϵ2 = 1, ϵ3 = −1.

図 1 辺の符号.

が次の条件を満たすとき，α を G の U(1) 値 3-コサイクルという．

α(h, k, l)α(g, hk, l)α(g, h, k) = α(gh, k, l)α(g, h, kl) (∀g, h, k, l ∈ G).

この条件をコサイクル条件と呼ぶ．

本稿では，4面体分割を，4面体の集合と face-pairing map(4面体たちの面を 2つずつ組にして，

面の貼り合わせを指定する写像)の組と定義し，単体的複体を成していないような分割も 4面体分割

と呼ぶ．例えば，S3 は 2個の B3 を境界で貼り合わせることで得られるが，2個の B3 を 4面体と

見たとき，その共通部分は 4つの面であるから，この分割は単体的複体になっていないが，これも S3

の 4面体分割と呼ぶ．単体的複体を成す 4面体分割を本稿では単体的 4面体分割と呼ぶことにする．

向き付けられた閉 3次元多様体 M の 4面体分割 K を 1つ固定する．

φ : {K の向きの付いた辺 } → G

が次の条件を満たすとき φ を K の coloring という．K の任意の向きの付いた面 F とその 3 辺

E1, E2, E3 に対して
φ(E3)

ϵ3φ(E2)
ϵ2φ(E1)

ϵ1 = 1 ∈ G

ここで，向きの付いた辺 Ei の符号 ϵi は次で定める (図 1)．

ϵi =

{
1 Eiの向きと ∂F の向きが一致するとき

−1 Eiの向きと ∂F の向きが逆のとき.

K の coloring φ が γ ∈ Hom(π1(M), G) に由来するため，この条件を要請する．K の coloring 全

体の集合を Col(K) と書く．

K の各辺に対する向きの決め方であって，K の各面 F に対して，F の 3辺の向きが巡回的にな

らないようなもの (図 2 左図)を K の局所順序 (または branching)という．K の 4面体 σ の頂点

v に対して，v から出て行く向きの σ の辺の本数が i 本であるとき，v を type i の頂点と呼ぶこと

にする．K の局所順序を 1つ決めると，K の各 4面体 σ は type 0，type 1，type 2，type 3 の頂

点を 1つずつ持つ (図 2 右図)．σ の type i の頂点を vi とすると， v0 < v1 < v2 < v3 と σ の 4頂

点に順序が定まる．この順序により，σ に向きが定まる．このように，K の局所順序を 1つ決める

と，K の各 4面体 σ に向きが定まる．σ の符号 ϵσ を次のように定める:



図 2 局所順序.

図 3 Colored tetrahedron.

ϵσ =

{
1 局所順序による σの向きがM の向きと一致するとき

−1 局所順序による σの向きがM の向きと逆のとき.

K の局所順序及び coloring φ を決める．このとき，K の 4 面体 σ の各辺には coloring φ によ

り，G の元 (その辺の color と呼ぶ) が振られている．これを colored tetrahedron と呼び，(σ, φ)

と書く (図 3)．(σ, φ) に対して，G の U(1) 値 3-コサイクル α を用いて，次のような U(1) の元を

対応させる:
W (σ, φ) = α(g, h, k)ϵσ .

ここで，g = φ(⟨v0v1⟩), h = φ(⟨v1v2⟩), k = φ(⟨v2v3⟩)である. このW (σ, φ)を colored tetrahedron

(σ, φ) の symbol と呼ぶ．

定義 2.1. M を向き付けられた閉 3 次元多様体，G を有限群，α を G の U(1) 値 3-コサイクル

とする．K を M の局所順序付き 4 面体分割とする．K の頂点の個数を a とし，K の 4 面体を

σ1, . . . , σn とする．このとき，Dijkgraaf-Witten 不変量 Z(K) を次で定義する:

Z(K) =
1

|G|a
∑

φ∈Col(K)

n∏
i=1

W (σi, φ).

Wakui [6] は次を示した．



定理 2.2 (Wakui [6]). K が単体的 4面体分割で，K の頂点集合に全順序が与えられているとする．

このとき，Z(K) は K の選び方 (単体的 4面体分割の選び方とその頂点集合上の全順序の選び方)に

依らず，M の位相不変量となる．

Dijkgraaf-Witten 不変量は，基本群が同型な 2つのレンズ空間 L(5, 1) と L(5, 2) を区別できる．

3 Dijkgraaf-Witten 不変量の境界付き 3次元多様体への一般化

前節では閉 3次元多様体 M に対して，M の 4面体分割を用いて Dijkgraaf-Witten 不変量 Z(M)

を定義した．M が境界を持つ場合にも，4面体分割を用いて Dijkgraaf-Witten 不変量を定義するこ

とができるが，閉 3次元多様体の場合と違って，境界付き 3次元多様体 M の Dijkgraaf-Witten 不

変量 Z(M,ψ) ∈ C は，∂M の局所順序付き 3角形分割 L 及び L の coloring ψ に依存する．

本研究では，∂M の局所順序付き 3角形分割及びその coloring に依らず，∂M ̸= ∅ の場合も M

だけで値が決まるように Dijkgraaf-Witten 不変量を一般化した．

Dijkgraaf-Witten 不変量の一般化のために，一般化された理想 4面体分割という概念を導入する．

理想 4面体分割とは，4面体の集合を face-pairing map で貼り合わせた後に，全ての頂点を取り除

いたものである．取り除かれた頂点を理想頂点と呼ぶ．境界付き 3次元多様体 M の理想 4面体分割

K において，K の各理想頂点は ∂M の各連結成分に対応する．3次元多様体 M の一般化された理

想 4 面体分割を，理想頂点と内部の頂点 (取り除かれない頂点) を両方持っている (片方だけでも良

い)ような M の 4面体分割であって，各理想頂点は ∂M の各連結成分に対応するものと定義する．

理想頂点のみの一般化された理想 4面体分割は理想 4面体分割に他ならない．また，閉 3次元多様

体の一般化された理想 4 面体分割は，理想頂点がないことから，前節で扱った通常の 4 面体分割と

なる．

境界付き 3次元多様体 M の一般化された理想 4面体分割 K に対しても，K の coloring や局所

順序，colored tetrahedron の symbol などを前節と同様に定義できる．次の定理が本講演の主結果

である．

定理 3.1 (K. [4]). M を向き付けられたコンパクト 3 次元多様体 (∂M ̸= ∅ でもよい)，G を有限

群，α を G の U(1) 値 3-コサイクルとする．K を M の局所順序付き一般化された理想 4 面体

分割とする．K の内部の頂点の個数を a とし，K の 4 面体を σ1, . . . , σn とする．一般化された

Dijkgraaf-Witten 不変量 Z(K) を次で定義する:

Z(K) =
1

|G|a
∑

φ∈Col(K)

n∏
i=1

W (σi, φ).

このとき，Z(K) は K の選び方 (一般化された理想 4面体分割の選び方とその局所順序の選び方)に

依らず，M の位相不変量となる．



m003 m004 ( = S3 \ 41)

図 4 m003 と m004 の理想 4面体分割.

4 一般化された Dijkgraaf-Witten 不変量の計算例

一般化された Dijkgraaf-Witten 不変量の計算を行い，双曲体積と Turaev-Viro 不変量が一致する

が，一般化された Dijkgraaf-Witten 不変量は異なるカスプつき双曲 3次元多様体の組，及び双曲体

積とホモロジーが一致するが，一般化された Dijkgraaf-Witten 不変量は異なるカスプつき双曲 3次

元多様体の組を得た．以下の 3次元多様体の名称は SnapPy [2] に従う．

(1) m003 と m004 ( = S3 \ 41)

Vol(m003) = Vol(m004) ≈ 2.02988, TV (m003) = TV (m004).

H1(m003;Z) = Z⊕ Z5, H1(m004;Z) = Z.

G = Z5, H
3(Z5, U(1)) ∼= Z5 の生成元 α に対して

Z(m003) =
1

2

(
5 +

√
5 + i

√
10 + 2

√
5

)
, Z(m004) = 1.

(2) m006 と m007

Vol(m006) = Vol(m007) ≈ 2.56897, TV (m006) = TV (m007).

H1(m006;Z) = Z⊕ Z5, H1(m007;Z) = Z⊕ Z3.

G = Z5, H
3(Z5, U(1)) ∼= Z5 の生成元 α に対して

Z(m006) = −
√
5

2
+
i

4

(√
10 + 2

√
5−

√
10− 2

√
5

)
, Z(m007) = 1.

(3) m009 と m010

Vol(m009) = Vol(m010) ≈ 2.66674, TV (m009) = TV (m010).

H1(m009;Z) = Z⊕ Z2, H1(m010;Z) = Z⊕ Z6.

G = Z3, H
3(Z3, U(1)) ∼= Z3 の生成元 α に対して

Z(m009) = 1, Z(m010) = −
√
3i.



以上の 3組はホモロジーで区別できるが，次のカスプつき双曲 3次元多様体の組は双曲体積とホモ

ロジーが一致するが，一般化された Dijkgraaf-Witten 不変量で区別できる．

(4) s778 と s788

Vol(s778) = Vol(s788) ≈ 5.33349, H1(s778;Z) = H1(s788;Z) = Z⊕ Z12.

TV (s778) = 6− 2
√
5, TV (s788) =

5−
√
5

2
.

G = Z12, H
3(Z12, U(1)) ∼= Z12 の生成元 α に対して

Z(s778) = −6, Z(s788) = 3− 2
√
3.
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