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1 導入
本講演の内容は広島大学の澁谷一博氏との共同研究に基づく．
Monge-Ampère方程式は古くから知られている 2独立変数 1未知関数 2階偏微分方程式のクラ
スであり，波動方程式や熱方程式などの数理物理学的に重要な方程式を数多く含んでいる．この方
程式のクラスは，接触変換と呼ばれる幾何学的な変換で保存されるということが知られており，さ
らに方程式自体は未知関数の導関数を成分とする行列の小行列式の和で書けるという性質を持って
いる．このような性質を持つ他の方程式として，森本徹氏が [1]において定義した，独立変数の個数
が一般化されたMonge-Ampère方程式が挙げられる．これは，外微分式系と呼ばれる É. Cartan，
É. Goursat の時代から研究されてきた概念を用いて，Monge-Ampère 方程式を Monge-Ampère

systemという形で幾何学的に定式化し，それに対応する方程式として得られたものである．しか
し，これら以外に接触変換で不変な方程式はあまり知られておらず，このような方程式を見つける
ことは重要な問題である．
今回，講演者らはMonge-Ampère systemを一般化し，接触変換で不変であるような方程式の新
しいクラスを求めた．さらに，一般化された方程式の解と systemの積分多様体の間の対応を明示
的に与えた．
本講演に登場する多様体，微分形式などはすべて C∞ 級であることに注意する．

2 外微分式系，積分多様体
多様体 M 上の微分形式全体の集合，および M 上の i 次微分形式全体の集合をそれぞれ

Ω∗(M), Ωi(M)によって表す．また，Ω∗(M)には通常の和とウェッジ積で非可換環の構造が入る
ことに注意しておく．

定義 2.1. Ω∗(M) の部分集合 I が以下の 2 つの条件を満たすとき，M 上の外微分式系であると
いう:

(1) I は Ω∗(M)の斉次イデアルである．つまり I は Ω∗(M)のイデアルであって

I =

∞⊕
i=0

(I ∩ Ωi(M))

と表示できる．
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(2) I はM 上の外微分 dで閉じている．つまり dI ⊂ I が成り立つ．

定義 2.2. ωi ∈ Ωki(M) (1 ≤ i ≤ r)とするとき，

{ω1, . . . , ωr}alg := {
r∑

i=1

$i ∧ ωi | $i ∈ Ω∗(M)},

{ω1, . . . , ωr}diff := {ωi, dωi | 1 ≤ i ≤ r}alg,

と定める．特に {ω1, . . . , ωr}diff を ω1, . . . , ωr で生成された外微分式系とよぶ．

以下，外微分式系の例をいくつか述べる．

例 2.3.

(1) M = R3 = {(x, z, p)}とし I := {dp ∧ dx}alg とする．I がM 上の外微分式系になること
を示す: 任意に ω ∈ I をとると，定義から ω = η ∧ (dp ∧ dx)なる η ∈ Ω∗(M)がある．こ
のとき

dω = dη ∧ dp ∧ dx ∈ I

となるため dI ⊂ I である．さらに，上記 η を η =
∑3

i=0 ηi (ηi ∈ Ωi(M))と書いておくと

η ∧ (dp ∧ dx) =

3∑
i=0

ηi ∧ (dp ∧ dx)

= η0(dp ∧ dx) + η1 ∧ (dp ∧ dx) ∈ (I ∩ Ω1(M))⊕ (I ∩ Ω2(M))

が分かる．これより I = (I ∩ Ω1(M))⊕ (I ∩ Ω2(M))であることが分かるから，I は外微
分式系になる．

(2) M を (1)と同様にとり I = {η ∧ (dz+ dx∧ dp) | η ∈ Ω∗(M)}とする．I はM 上の外微分
式系でないことを示す: 任意に ω ∈ I をとると ω = η ∧ (dz + dx ∧ dp)となる η ∈ Ω∗(M)

がある．η = η0 + η1 + η2 + η3 (ηi ∈ Ωi(M))として代入すると

ω = η0dz + η0dx ∧ dp+ η1 ∧ dz + η1 ∧ dx ∧ dp+ η2 ∧ dz

を得る．I ∩Ω0(M) = {0}は明らかである．また ω ∈ I ∩Ω1(M)とすると ω ∈ Ω1(M)で
あるため，η0 = η1 = η2 = 0である必要があり ω = 0，つまり I ∩Ω1(M) = {0}が分かる．
同様の議論で I ∩Ω2(M) = {0}が分かる．一方 dz ∧ dx∧ dp = dz ∧ (dz+ dx∧ dp) ∈ I(3)

より I ∩ Ω3(M) ̸= {0}であるが，明らかに I ̸= I ∩ Ω3(M)であるため，I は外微分式系
でない．

定義 2.4. M を多様体とし，J を Ω∗(M) のイデアルとする．このとき ω, η ∈ Ω∗(M) に対し
て，ω と η が J を法として合同であるとは，ω − η ∈ J が成り立つことである．このとき ω ≡ η

mod J と書く．

次に偏微分方程式を考えるために必要な jet空間を定義する．



定義 2.5.
Jk(n,m) := {(xi, z

α, pαI ) | 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ α ≤ m, 1 ≤ |I| ≤ k}

を k-jet空間とよぶ．ここで I = (i1, . . . , ir) (ij ∈ {1, . . . , n})は多重指数であり，|I|はその長さ
である．さらに，

ωα := dzα −
n∑

i=1

pαi dxi, ωα
I := dpαI −

n∑
i=1

pαIidxi (1 ≤ α ≤ m, 1 ≤ |I| ≤ k − 1),

として，Ck := {ωα, ωα
I | 1 ≤ α ≤ m, 1 ≤ |I| ≤ k, ωα

σ(I) = ωα
I (∀σ ∈ Sk)}diff とする．このとき

外微分式系 Ck を Jk(n,m)上の canonical systemとよぶ．

注意 2.6. 定義 2.5において，pαI に関しては偏導関数は偏微分する順序に依らないことに対応して

pαI = pαI′ ⇐⇒ ∃σ ∈ Sr (σ(I) = I ′)

としている．これによって q = n+m+m
∑k

l=1 nHl とおくと，多様体として Jk(n,m) ≃ Rq で
ある．

例 2.7. k = 1, m = 1のとき，多様体として J1(n, 1) = {(x1, . . . , xn, z, p1, . . . , pn)} ≃ R2n+1 で
ある．またこのとき，C1 = {dz −

∑n
i=1 pidxi}diff である．つまり (J1(n, 1), C1)は (2n+ 1)次元

接触多様体である．

最後に偏微分方程式の解に対応する概念である積分多様体を定義する．

定義 2.8. I をM 上の外微分式系とする．M の部分多様体 ι : N ↪→ M が任意の ω ∈ I に対して
ι∗ω = 0を満たすとき，N を I の積分多様体とよぶ．

3 Monge-Ampère方程式，Monge-Ampère system

本節ではMonge-Ampère方程式，および [1]において述べらているMonge-Ampère systemの
定義とそれらの間の対応を紹介する．

定義 3.1 ([1]). n変数 2階 1未知関数の単独型偏微分方程式

n∑
l=0

∑
1≤i1<···<il≤n

1≤j1<···<jn−l≤n

F
j1...jn−l

i1...il
∆i1...il

j1...jn−l
(z) = 0 (F

j1...jn−l

i1...il
は xi, z, zxi の関数),

∆i1...il
j1...jn−l

(z) := sgn

(
1, 2, . . . , l, l + 1, . . . , n

i1, i2, . . . , il, k1, . . . , kn−l

) ∣∣∣∣∣∣∣
zxj1xk1

· · · zxj1xkn−l

...
...

zxjn−l
xk1

· · · zxjn−l
xkn−l

∣∣∣∣∣∣∣ ,
(ただし {1, . . . , n} = {i1, . . . , il, k1, . . . , kn−l} (k1 < · · · < kn−l)),

をMonge-Ampère方程式 (MA方程式)という．



例 3.2. n = 2のときは古典的によく知られた以下の方程式が得られる:

Azxx + 2Bzxy + Czyy +D + E(zxxzyy − z2xy) = 0,

(A,B,C,D,E は x, y, z, zx, zy の関数).

定義 3.3 ([1]). J1(n, 1)上の外微分式系 I が Ψ ∈ Ωn(Jk(n,m))を用いて I = {C1,Ψ}diff と書か
れるとき，I を J1(n, 1)上のMonge-Ampère system (MAS)とよぶ．

次の定理はMA方程式とMASの間のある種の対応を述べたものである．

定理 3.4 ([1]). 任意のMA方程式に対してMASが存在し，MA方程式の解とMASの積分多様
体は対応する．またこの逆も成り立つ．即ち，任意のMASに対してMA方程式が存在し，MA方
程式の解とMASの積分多様体は対応する．

4 主結果
本節では，Monge-Ampère system，Monge-Ampère方程式の一般化，およびそれらの間の対応
を述べる．

定義 4.1. Jk(n,m)上の外微分式系 I が Ψ ∈ Ωl(Jk(n,m))を用いて I = {Ck,Ψ}diff と書かれる
とき，I を Jk(n,m)上の generalized Monge-Ampère system (GMAS)とよぶ．

注意 4.2.

(1) k = 1,m = 1, l = nとしたとき，定義から明らかに GMASはMASに一致する．
(2) GMASの定義では l の動く範囲は指定していないが，Ψ ̸≡ 0 mod Ck であれば 1 ≤ l ≤ n

が成り立つ．つまり，本質的に GMASを考えたい場合は 1 ≤ l ≤ nとすればよいことがわ
かる．

(3) Jk(n,m)上の GMAS全体の集合は Jk(n,m)上の接触変換で閉じることが定義から直ちに
わかる．

記号 4.3. 以下で使う記号を設定しておく:

• Sk := {(i1, . . . , ik) | 1 ≤ i1 ≤ · · · ≤ ik ≤ n},
• zIj := zxi1

···xik
xj

(I = (i1, . . . , ik))

定義 4.4. 未知関数の導関数からなる行列M(n,m; k)を

M(n,m; k) :=

 (z1I1)I∈Sk
· · · (zmI1)I∈Sk

...
...

(z1In)I∈Sk
· · · (zmIn)I∈Sk


とおく．ここで (zαIj)I∈Sk

は Sk に辞書式順序をいれて，その順序に関して zαIj を左から昇順に並



べた nHk 次元横ベクトルである．このとき，以下の Step 1から Step 4を施して得られる偏微分
方程式を generalized Monge-Ampère方程式 (GMA方程式)という:

Step 1 行列M(n,m; k)から l 行取り出し，取り出した行の番号を ν1, . . . , νl (ν1 < · · · < νl)と
する．

Step 2 Step 1で取り出した行列の l次以下の全ての小行列式を考える．ここで，このような小行
列式は一般に以下の形で書けることに注意する:∣∣∣∣∣∣∣∣

zα1

I
α1
1 j

α1
1

· · · zα1

I
α1
λ1

j
α1
1

· · · zαt

I
αt
λt

j
α1
1

...
...

...
zα1

I
α1
1 j

αt
λt

· · · zα1

I
α1
λ1

j
αt
λt

· · · zαt

I
αt
λt

j
αt
λt

∣∣∣∣∣∣∣∣ , (

t∑
r=1

λr = l − λ0). (4.1)

また
{i1, . . . , iλ0} := {ν1, . . . , νl} \ {jα1

1 , jα1
2 , . . . , jαt

λt
} (i1 < · · · < iλ0).

とおく．
Step 3 Step 2の (4.1)式に xi, z

α, pαI (1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ α ≤ m, 1 ≤ |I| ≤ k)を変数とする関数

sgn

(
i1, . . . , iλ0

, jα1
1 , jα1

2 , . . . , jαt

λt

ν1, . . . , νλ0
, νλ0+1, νλ0+2, . . . , νl

)
A

I
α1
1 I

α1
2 ...I

αt
λt

i1...iλ0

をかける．この操作を Step 1で選んだ行列の l 次以下の小行列式全てに対して行い，得
られたものを足し合わせ “=0”とする．

Step 4 Step 1から Step 3をM(n,m; k)から l 行取り出す取り出し方全てに対して行い，それ
らを連立させる．

注意 4.5. 自然数 l (1 ≤ l ≤ n)を固定するとき，行列M(n,m; k)から定まる GMA方程式は，一
般には (k + 1)階 n変数m未知関数の偏微分方程式であり，式の個数は nCl である．

例 4.6.

(1) n = 2, k = 1,m = 1, l = 2のとき

M(2, 1; 1) =

(
zxx zyx
zxy zyy

)
である．このとき，l = 2であるためM(2, 1; 1) から 2行取り出し (つまりM(2, 1; 1)その
もの)，その中の 2次以下の小行列式を全て考え，それらを注意 4.5にある関数を掛けなが
ら足し合わせればよい．よって今の場合の GMA方程式は

Azxx + 2Bzxy + Czyy +D + E(zxxzyy − z2xy) = 0

(A,B,C,D,E は x, y, z, zx, zy の関数)

となる．つまり，この場合の GMA方程式は古典的なMA 方程式のことである．



(2) n = 2, k = 1,m = 1, l = 1のとき

M(2, 1; 1) =

(
zxx zyx
zxy zyy

)
である．このとき l = 1であるためM(2, 1; 1)から 1行取り出し，その 1次以下の小行列式
を全て考え，それらを注意 4.5にある関数を掛けながら足し合わせればよい．今，行の取り
出し方は 2通りあるため，GMA方程式は{

Azxx +Bzxy + C = 0
Azxy +Bzxy +D = 0

(A,B,C,D は x, y, z, zx, zy の関数)

となる．この方程式は 1つの未知関数に対して方程式が 2つあるという過剰決定系になって
おり，今までに知られているMonge-Ampère方程式では捉えられない方程式の 1つである．

(3) n = 2, k = 2,m = 1, l = 2のとき

M(2, 1; 2) =

(
zxxx zxyx zyyx
zxxy zxyy zyyy

)
である．今の場合 l = 2であるため，上記行列の 2次以下の小行列式を全て考え，それらを
注意 4.5にある関数を掛けながら足し合わせればよい．よって，GMA方程式は
A−B1zxxx −B2zxyx −B3zyyx −B4zxxy −B5zxyy −B6zyyy

+C1

∣∣∣∣∣ zxxx zxyx

zxxy zxyy

∣∣∣∣∣+ C2

∣∣∣∣∣ zxxx zyyx

zxxy zyyy

∣∣∣∣∣+ C3

∣∣∣∣∣ zxyx zyyx

zxyy zyyy

∣∣∣∣∣ = 0

(A,Bi, Cjは x, y, z, zx, zy, zxx, zxy, zyy の関数.)

となる．ここで，B1 = −1, A = zy + zzx，その他は 0とすると，偏微分方程式

zy + zzx + zxxx = 0

を得る．これは Korteweg-de Vries (KdV)方程式である．

以下が本講演の主定理である．

定理 4.7. 任意の (k + 1)階の HMA方程式に対して，k-jet空間上で定義された HMASが存在し
て，与えられた方程式の解と HMASの積分多様体は対応する．またこの逆も成り立つ．

上記定理は，(k+1)階の HMA方程式は階数が 1つ下がった k-jet空間上の HMASで捉えるこ
とができるということを主張している．これによって，(k + 1)階の HMA方程式の範疇に入るよ
うな方程式は，外微分式系を用いると k 階の方程式として扱えるということがわかる．
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