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1. 導入

合成作用素は古くから研究されている基本的な研究対象であるが ([16, 14, 13, 4, 3, 2])，
近年では機械学習やデータ解析といった応用の側面からも高い注目を集めている [15, 11,
8, 7, 6]．このような応用を考える上で，その性能を理論的に保障するには，合成作用素の
作用する関数空間の設定，及び，その合成作用素の有界性やコンパクト性などの作用素論
的な性質は本質的である．本研究では，Euclid空間におけるある種の正定値関数から構成
される再生核Hilbert空間（以下ではRKHSと略記する）に注目する．本研究において，
そのRKHSの上に定まる合成作用素が有界線型作用素であるための必要十分条件はその
合成作用素を定める写像が Affine変換であるということを証明した．本研究は池田正弘
氏，澤野嘉宏氏との共同研究である．

1.1. 合成作用素. まず，合成作用素について説明する．X，Yを集合として，f : X Ñ Yを
写像とする．さらに，V , (resp. W )をX (resp. Y)上のあるC-値関数たちの成すBanach
空間とする．f に付随する合成作用素 Cf : W Ñ V を f による引き戻しによって定義す
る，すなわち，h P V に対して，

Cfh :“ h ˝ f

と定義する．ただし，Cf の定義域は tv P V : v ˝ f P W uである．一般に，Cf の有界生
やコンパクト性などの作用素論的性質は V , W の選択に強く依存する．本研究は，主に
V，W をRKHSの場合に考察する．

1.2. 再生核Hilbert空間 (RKHS). RKHSについて説明する．RKHSは正定値カーネル
と呼ばれる関数と対になる空間である．写像 k : X ˆ X Ñ Cが正定値カーネルであると
は，任意有限個の元 x1, . . . , xr P X に対して，行列 pkpxi, xjqqi,j“1,...,nが半正定値エルミー
ト行列になることである．x P X に対して kx P CX を kxpyq “ kpx, yqとする．Moore-
Aronszajn の定理によると，あるヒルベルト空間Hk Ă CX が唯一存在して，次の２つの
条件により特徴付けられる: (1) 任意の x P X に対して，kx P Hk，(2)任意の x P X に対し
て，xh, kxy “ hpxq．このヒルベルト空間Hkを再生核Hilbert空間 (Reproducing kernel
Hilbert space, RKHS)と呼ぶ．

X “ Rdの時に重要な正定値カーネルの例として正定値関数から定まるものがある．Rd

上のC値関数 uが正定値関数であるとは，px, yq ÞÑ upx ´ yqが正定値カーネルであるこ
とである．uが連続である時，uが正定値であるための必要十分条件はある有限Borel測
度 µが存在して upxq “

ş

Rd e
2πix¨ξµpξqとなることであること知られている（Bochnerの定

理）．重要な正定値関数の例はGauss関数 e´xJΣxである（Σは正定値対称行列）．
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2. 主結果

Rd上の関数 uについて，正則行列の集合を次のように定義する:

Gpuq “ tA P GLdpRq : ûpAT ξq ě λûpξq for some λ ą 0u.

更に，関数w P L1pRdqが至る所で非負である時，

L2pwq :“

"

h : Rd Ñ C :

ż

Rd

|hpxq|2wpxqdx ă 8

*

と定義する．本研究の主結果は以下の通りである:

Theorem 1. u : Rd Ñ RをRd上連続かつ二乗可積分可能な正定値関数として，正定値
カーネルを kpx, yq :“ upx ´ yqと定義する．さらに次の条件を仮定する:

(1) 任意の正の整数 a ą 0に対して，ある定数Ca ą 0が存在して |pupξq| ă Cae
´a|ξ|，

(2) 任意の複素数 z P Cdに対して，線型作用素mz : L
2ppuq Ñ L2ppuq;hpxq ÞÑ ez

Jxhpxq

と置く．この時，次の条件を満たす:

sup
zPC

lim sup
n

||mz|Pn ||
1{n

ă 8,

(3) xGpuqyR “ MdpRq，すなわち，GpuqはMdpRqをR上生成する．
ここで，Pn Ă L2ppuqは total degreeが n以下の多項式全体の集合とし，MdpRqは d次実
行列全体である．この時，開集合 U Ă Rd上の写像 f : U Ñ Rdに対して，合成作用素
Cf : Hk Ñ Hk|U2 の定義域がHk全体となり有界線型作用素となるための必要十分条件は
fpxq “ Ax ` b（A P Gpuq, b P Rd）となることである．

この結果は応用上重要な uがGaussianの場合を含んでおり，さらに [2]の一般化を与え
る．より詳しくは [1]を参照
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