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概要

ポアンカレ多項式を係数にする母関数の無限積分解は表現論的に重要な意味をつことが様々

な場合において知られている. 箙多様体において Hausel 氏 [7] によって無限積による表示が

知られている. 本研究はそこからアファイン A 型の箙多様体の場合に対してはその式がどの

ようになるか研究を行ってきた. 本講演では, トーラス作用の固定点とヤング図形の対応から

Bialynicki-Birula cellの次元を数え上げることでアファイン A型の箙多様体のポアンカレ多項

式を計算することに成功したのでそれを紹介する.

1 導入

箙多様体とは Nakajima氏 ([2][3])によって導入された多様体で,その中間次数のコホモロジーの

直和は Kac-Moody代数の表現の幾何学的実現になっていることが知られている. そのため指標公式

によって, その中間次数のベッチ数を係数とする母関数の無限積の表示は得られる. そこから中間次

数ではなくポアンカレ多項式を係数とする母関数はどのような無限積の表示を持つかという問いが考

えられる. つまりM(v, w)を箙多様体を表すとして以下の無限和の良い無限積表示を考えたい.∑
v∈N|I|

Pt(M(v, w))qv

例えば箙多様体の一種である Hilbn(C2)の場合においては, ポアンカレ多項式は以下のよう表示され

ることが知られている ([4]を参照). ∑
λ:n の分割

t2(n−l(λ)).

l(λ)は分割の長さとする. したがってこの場合は分割数の母関数の積分解から以下の公式が得られる.

∑
n

Pt(Hilb(C2))qn =

∞∏
m=1

1/(1− t2m−2qm).

Hausel氏 [7]によって, 一般の箙多様体の母関数の無限積表示が得られたが, そこから具体的な個

別の箙多様体に対しての表示を得るのは難しい. したがって本研究は箙がアファイン A型おける, 箙

多様体の母関数を無限積表示を得るのが目的であった. 残念ながら無限積表示を得ることはいまだで

きていないがポアンカレ多項式を求めることはできた. 以下では, まず箙多様体を定義し, トーラス作

用の固定点とヤング図形の対応, そこからヤング図形の数え上げによりポアンカレ多項式が計算でき

ることを紹介していく.



2 箙多様体

2.1 定義

まず箙多様体を手短に定義していく. Q = (I,Ω) を箙として, I を頂点の集合, Ω を向きつきの

辺の集合とする. Ω̄ を Ω と逆向きの辺の集合として, h ∈ Ω に対して, 逆向きの辺を h̄ ∈ Ω̄ と表

して, H = Ω ∪ Ω̄ とする. 次数付きベクトル空間 V = ⊕i∈IVi, W = ⊕i∈IWi と v = (dimVi)i∈I ,

w = (dimWi)i∈I に対して

M(v, w) = ⊕h∈HHom(Vout(h), Vin(h))
⊕

⊕i∈IHom(Wi, Vi)
⊕

⊕i∈IHom(Vi,Wi)

を考える.

代数群 G =
∏

i∈I GL(Vi)のM(v, w)上の作用を

(gk)k∈I((Bh)h∈H , (ik)k∈I , (jk)k∈I) = ((gin(h)Bhg
−1
out(h)), (gkik), (jkg

−1
k ))

とする. さらにM 上のシンプレクティック形式 ω を

ω((B, i, j), (B′, i′, j′)) =
∑
h∈H

trε(h)BhBh̄ +
∑
k∈I

tr(ikj
′
k − i′kjk)

と定める. ここで ϵ : H → {±1}は任意の h ∈ H にたいして ϵ(h) + ϵ(ℏ) = 0を満たすものとする.

定義から明らかに Gの作用で不変である. さらにそのmoment map µ : M → ⊕i∈Igl(Vi)を

µ(B, i, j) =
∑
h∈Ω

trϵ(h)BhBℏ +
∑
k∈I

tr(ikjk − jkik)

と定める. µ−1(0)にたいしてその座標環を C[µ−1(0)]とあらわすことにする. このとき χ : G → C∗

を χ((gk)k) =
∏
(det gk)

−1 とし, さらに幾何学的商として以下の二つの多様体を定義する.

定義 1. M0 とMを以下のように定める.

M0 = µ−1(0)//G = SpecC[µ−1(0)]G

M = µ−1(0)//χG = Proj⊕n∈Z C[µ−1(0)]Gχn

ここで C[µ−1(0)]G,χn

= {f ∈ C[µ−1(0)] | f(gx) = χn(g)f(x)}とする.

特にMを箙多様体とよぶ.

定義から包含写像 i : C[µ−1(0)] → ⊕nC[µ−1(0)]G,χn

による自然な射 π : M → M0 が得られる.

これは特異点の解消になることが期待されるが一般には不成立である. このことについてはここでは

扱わない. 上記の表記が一番簡潔であると思うが, 実際に箙多様体を扱う場合少し扱いにくい. した

がって以下の概念を用意する.

定義 2. (B, i, j) ∈ µ−1(0)にたいして, B-invariantで ker j に含まれる V の部分空間が 0のみにな

るとき, (B, i, j)を stableという.



この安定とは幾何学的不変式論的な意味での安定と同値であり, したがって以下の表示が得られる.

定理 3 ([3]).
M ≃ {(B, i, j) ∈ µ−1(0) | (B, i, j) は stable}/G.

さらに以下のことが知られている.

定理 4 ([3]). Mは非特異でM から誘導されるシンプレクティック構造を持つ.

例 5. 頂点が一つで, それ自身に向かう辺が一本ある箙 Q を考える. このとき v = n, w = 1 と

したときに箙多様体M(n, 1) と C2 上の点のヒルベルトスキーム Hilbn(C2) は同型になる. さらに

M0 ≃ C2n/Sn となる. このとき Hilbert-Chow morphism π : Hilbn(C2) → C2n/Sn は上記での意

味の射 π と一致する. したがってこの場合は特異点の解消になっている.

3 ヤング図形

トーラス作用の固定点と対応をつけるためにいくつかヤング図形の coloringについて説明をする.

定義 6. a ∈ Z/nZに対して, 任意の s = (m,n) ∈ Y における a-coloringとは

res(s) = a−m+ n ∈ Z/nZ

と定義する. これはヤング図形の各盤に番号を振りわける.

さらに (Y )k = {s ∈ Y |res(s) = k}とする. つまりヤング図形 Y のうち k と番号づけられた, 盤

の集合である.

定義から明らかではあるが, ヤング図形の coloringは一つ上の盤にいけば coloringは一つ上がり,

右にいけば, coloringは一つ下がる.

定義 7. ヤング図形の l個の組 Y = (Y1, · · · , Yl)に対して a = (a1, · · · , al) ∈ (Z/nZ)l とする. この

とき Y の a-coloringとは s ∈ Yk にたいして,

res(s) = ak −m+ n ∈ Z− nZ

と定義する.

さらに k ∈ Z/nZにたいして
wtk(a, Y ) =

∑
i

|(Yi)k|

とする. とくに wt(a, Y ) = (wt0(a, Y ), · · · ,wtn−1(a, Y ))をウエイトベクトルと呼ぶ.

例 8. (1, 2) ∈ (Z/5Z)2 にたいして, ヤング図形 ((5, 4, 1)(3, 2, 1, 1))の (1, 2)-coloring は以下のよう

にあたえられる.
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このときのウエイトベクトルは (3, 3, 4, 3, 4)である.　

4 箙多様体のトーラス固定点

ポアンカレ多項式をヤング図形の数え上げに帰着させることができたのでこの節で紹介をする. 箙

Qを以下のような A
(1)
n−1 型の箙とする.

•
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ooo

ooo
ooo

oo
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· · ·// •//
n− 2

•//
n− 1
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この箙の頂点の集合と Z/nZを同一視する. v = (vo, · · · , vn−1), w = (w0, · · · , wn−1) ∈ (Z>0)
n で

Vi,Wi を dimVi = vi,dimWi = wi を満たすベクトル空間で, V =
⊕

Vi,W =
⊕

Wi とする.

このとき箙多様体M(v, w)は

{(B1, B2, i, j) ∈ µ−1(0)|(B1, B2, i, j) は stable}/
∏
k∈I

GL(Vk)

と書ける. B1 と B2 は それぞれ (B1)k : Vk → Vk+1 と (B2)k : Vk → Vk−1 のそれぞれ直和である.

トーラス T = (C∗)× (C∗)× (C∗)|w| を考える. 箙多様体M(v, w)上のトーラス T の作用を

(t1, t2, e1, · · · , e|w|)(B1, B2, i, j) = (t1B1, t2B2, (e
kik)k, (jk(e

k)−1)k

と定義する. ここで ek = diag(ew1+w2+···+ewk−1
+1, · · · , ew1+w2+···+wk

)とする.

このとき以下のことが知られている.

定理 9 ([6]). M(v, w) のトーラス作用の固定点と a = (0, · · · , 0, 1, · · · , n − 1) で coloring された

|w|個のヤング図形の組 Y = (Yi)1≤i≤|w| で |v| =
∑

i |Yi|かつ v = wt(a, Y )を満たすものと一対一

対応する.

Proof. W = ⊕iei としたときに {Bq
2B

p
1 i(ek) ̸= 0}は V の基底となる. このとき, |w|個のヤング図

形の組 Y = (Yi) を各 Yk にたいして {(p, q) | Bq
2B

p
1 i(ek) ̸= 0} に対応するヤング図形を取ればよ

い.

接空間の T -module としての構造, つまり表現環 R(T ) ≃ Z[t1, t2, e1, · · · , ewn−1
] での表示を調

べる.



命題 10. Z = (B1, B2, i, j) ∈ M(v, w)をトーラス作用の固定点として, Y = (Yi)をそれに対応した

ヤング図形とする. このとき Z における接空間は以下のような構造を持つ.

TZM(v, w) =
∑
i′

∑
i

(
∑

s∈(Yi)ai−l(Yi)

t
n−l′(Yi)
2 t1 +

∑
s∈(Yi′ )ai+l′(Yi)

tn2 t
m−l(Yi)
1 +

∑
s∈(Yi)i

tn−1
2 tm−1

1

−
∑

s′∈(Y i)♠♡

(
∑

s∈(Yi′ )ai−n′+m′

tn−n′

2 tm−m′

1 ))e−1
i′ ei. (1)

ここで (Yi)
♠♡ = {(m,n) ∈ Yi | (m+ 1, n) /∈ Yiかつ (m,n+ 1) /∈ Yi}とする.

接空間の上記の式により, Bialynicki-Birula cellの次元を数え上げることにより, M(v, w)のポア

ンカレ多項式を計算することができる.

定理 11 (主結果).

Pt(M(v, w)) =
∑
(Yi)i

∏
i

t2b(i)

ここで b(i)は以下で与えられる.

b(i) =
∑
i′

(♯{(m,n) ∈ (Yi′)ai−l′(Yi) | m < l′(Yi)}

+
∑

s′∈(Yi)♠♡

♯{(m,n) ∈ (Yi′)ai−m′+n′ | m = m′, n < n′}+ ♯{(m,n) ∈ (Yi′)ai−m′+n′ | m < m′})

+
∑
i>i′

(♯{(m,n) ∈ (Yi′)ai−l′(Yi) | m = l′(Yi)}+
∑

s′∈(Yi)♠♡

♯{(m,n) ∈ (Yi′)i−m′+n′ | m = m′})

ここからさらに母関数の積分解が得られることが期待される.
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