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1 背景（重力理論・リーマン幾何学）

Definition 1. (M, g)を（準）リーマン多様体とする。レビ・チビタ接続 (リーマン接続)から定

義されるリッチ曲率をRµν、スカラー曲率をRとする。

Rµν +
1

2
Rgµν = 0

を満たすとき (M, g)をアインシュタイン多様体という。また上記方程式を（真空の）アインシュ

タイン方程式と呼ぶ。

2 背景（マクスウェル方程式・ゲージ理論）

対称行列全体の集合をAltn (R)と表すこととする。つまり

Altn (R) :=
{
F ∈ Mn (R) | F T = −F

}
と定義する。

Definition 2. 線形写像 ∗ : Alt4 (R) −→ Alt4 (R)を以下で定義する。

∗




0 F̂12 F̂13 F̂14

−F̂12 0 F̂23 F̂24

−F̂13 −F̂23 0 F̂34

−F̂14 −F̂24 −F̂34 0


 :=


0 F̂34 −F̂24 F̂23

−F̂34 0 F̂14 −F̂13

F̂24 −F̂14 0 F̂12

−F̂23 F̂13 −F̂12 0

 .

次に F̂ を R4上のAlt4値函数 F̂ (x)に格上げし、R4上の 2-形式

F̂ (x)µν dxµ ∧ dxν ,
(
∗F̂ (x)

)
µν

dxµ ∧ dxν

を定義する。ここではアインシュタインの縮約記法を使っている。

F̂ :=


0 F̂12 F̂13 F̂14

−F̂12 0 F̂23 F̂24

−F̂13 −F̂23 0 F̂34

−F̂14 −F̂24 −F̂34 0

 =


0 E1 E2 E3

−E1 0 −B3 B2

−E2 B3 0 −B1

−E3 −B2 B1 0


とし、

d
(
F̂µνdxµ ∧ dxν

)
= 0, d

((
∗F̂
)
µν

dxµ ∧ dxν

)
= 0

を仮定すると、Eµを電場、Bµを磁場とするマクスウェル方程式が導出される。そこで ∗F̂ = −F̂

となるような F̂ をインスタントンという。



Fact 2.1. F̂ がインスタントン条件とビアンキ恒等式を同時に満たすならば、その F̂ はヤン・ミ

ルズ方程式の解である。つまり

∗F̂ = −F̂ , d
(
F̂µνdxµ ∧ dxν

)
= 0 =⇒ d

((
∗F̂
)
µν

dxµ ∧ dxν

)
= 0

が成立する。

3 先行研究

[1]においては [2]の結果に基づいて 4× 4反対称行列 F, F̂ , θ の各成分に対して以下のような関

係式を与えている。

F̂µν =

(
1

1 + Fθ
F

)
µν

µ, ν = 1, 2, 3, 4であり、

θ :=


0 −ζ 0 0

ζ 0 0 0

0 0 0 −ζ

0 0 ζ 0

 (1)

である。また対称行列G, gも

Gµν = δµν + (Fθ)µν =
1

2
(δµν + gµν)

のように与える。するとつまりは

gµν =

(
2
(
E4 + F̂ θ

)−1
− E4

)
µν

ということになる。ただし E4は 4 × 4単位行列であり F, F̂ に関してはゲージ曲率、g,Gに関し

ては計量を想定している。

[1]においては F がビアンキ恒等式を満たし、F̂ が自己双対であるときの解の一つを用いた場合

gが江口ハンソン計量になることを示している。この計量はよく知られたケーラー・アインシュタ

イン計量の一例である。F がビアンキ恒等式を満たすとき gがケーラー計量になることは知られ

ていたが、新たに [4]において我々はこの結果の一般化として F̂ が自己双対であるときは gがエル

ミート・アインシュタイン計量になることを示した。つまり

Lemma 3.1. 反対称行列 F̂−, θ ∈ M4Rに対して対称行列 g ∈ M4Rを

g =

(
2
(
E4 + F̂−θ

)−1
− E4

)
で定義する。ただし

θ =


0 −ζ 0 0

ζ 0 0 0

0 0 0 −ζ

0 0 ζ 0





である。反対称行列 F̂−を R4上の 2-形式と思った時のホッジ作用素に対して

?F̂− = −F̂−

を満たす場合

det [g] = 1

となる。

Theorem 3.2. 局所的に R4を C2と同一視した場合、エルミート接続に対するリッチ曲率は

Rj̄k = ∂j̄∂k log (det [g]) (2)

で計算される。つまり上記の条件 ?F̂− = −F̂−のもとでは gが計量だとすると

Rj̄k = 0

すなわちリッチ平坦・アインシュタイン計量を意味している。

ということを示した。自己双対である F̂ の具体例としてはインスタントン解がよく知られてお

り、非可換多様体上のインスタントン解については [3]において計算されている。このインスタン

トン解に対応するエルミート・アインシュタイン計量が [4]において計算されている。

4 リッチ平坦計量からインスタントンを作る (主結果)

次に、先行研究のの逆について考える。これは、「計量がリッチ平坦な場合、F̂ インスタントン

であるか？」という問いになる。先ずは g
(
F̂ (x)

)
が計量である必要があるが、この条件だけから

F̂ (x)は「ほぼ」 反自己双対であるという結論が出てしまう。そして「ほぼ」 反自己双対である

という条件に加えて F̂ (x)が「漸近的にゼロである」条件を課すと、F̂ (x)は反自己双対になって

しまう。

Remark. まず F̂ は交代行列ではあるが、先行研究とは違いインスタントンであると仮定されてい

ないため F̂ は次のようになる事に注意する必要がある。

F̂ (x) =


0 F̂12 (x) F̂13 (x) F̂14 (x)

−F̂12 (x) 0 F̂23 (x) F̂24 (x)

−F̂13 (x) −F̂23 (x) 0 F̂34 (x)

−F̂14 (x) −F̂24 (x) −F̂34 (x) 0

 .

Definition 3. θは (1)で定義したものとする。E4を 4×4の単位行列とし det
[
E4 − F̂ (x) θ

]
6= 0,

であり F̂ (x)を 4× 4交代行列とする。4× 4行列 g
(
F̂ (x)

)
以下のように定義する。

g
(
F̂ (x)

)
:= 2

(
E4 − F̂ (x) θ

)−1
− E4. (3)

前述の通り g
(
F̂ (x)

)
が計量である必要があるので、g

(
F̂ (x)

)
が対称行列であると仮定する。



Lemma 4.1. もし g
(
F̂ (x)

)
= 2

(
E4 − F̂ (x) θ

)−1
− E4が対称行列であると仮定すると、

F̂ (x) =


0 F̂12 (x) F̂13 (x) F̂14 (x)

−F̂12 (x) 0 F̂14 (x) −F̂13 (x)

−F̂13 (x) −F̂14 (x) 0 F̂34 (x)

−F̂14 (x) F̂13 (x) −F̂34 (x) 0

 (4)

となる。

Proof. 素直に計算すれば結論が導き出される。

以下の記号は便利なので、今後使う。

Definition 4. F̂C (x)は以下の様に定義される。

F̂C (x) :=

(
F̂11̄ (x) F̂12̄ (x)

F̂21̄ (x) F̂22̄ (x)

)
= −1

2

(
iF̂12 (x) −F̂13 (x) + iF̂14 (x)

F̂13 (x) + iF̂14 (x) iF̂34 (x)

)

Proposition 4.2. もし g
(
F̂ (x)

)
が (3)と (4)を満たすとすると、

Det
[
g
(
F̂ (x)

)]
= 1 + 8iηTr

[
F̂C (x)

]
− 32η2

(
Tr
[
F̂C (x)

])2
+O

(
η3
)

となる。

これ等の準備の後、リッチ曲率について調べてみる。

Lemma 4.3. g
(
F̂ (x)

)
が (3)と (4)を満たすとする。するとリッチ曲率 (2)は

Rj̄k

(
F̂ (x)

)
= η∂j̄∂k

(
F̂12 (x) + F̂34 (x)

)
+O

(
η2
)
.

Proof.

Rj̄k (x) = ∂j̄∂k

[
log
{
Det

[
g
(
F̂ (x)

)]}]
= 2iη∂j̄∂kTr

[
F̂C (x)

]
− 8η2∂j̄∂k

(
Tr
[
F̂C (x)

])2
− 16η2Tr

[
F̂C (x)

]
∂j̄∂kTr

[
F̂C (x)

]
+ 16η2

(
∂j̄Tr

[
F̂C (x)

])(
∂kTr

[
F̂C (x)

])
− 32iη2Tr

[
F̂C (x)

]
∂j̄∂kTr

[
F̂C (x)

]
+O

(
η3
)

Definition 5 (asymptotic to zero). “f (z1, z2)が漸近的にゼロ”とは以下の様に定義される。

lim
|z1|2+|z2|2→∞

f (z1, z2) = 0.

次の「最大値原理」は、調和解析の有名な定理である。



Fact 4.4 (Maximum principle). もし f : C2 −→ Cが以下の条件を満たすとき

∆f (z1, z2) = ∂1̄∂1f (z1, z2) + ∂2̄∂2f (z1, z2) = 0

f は調和関数と呼ばれる。調和関数は次の最大値原理を満たす。Kが U の空でないコンパクトな

部分集合である場合、Kに制限された f はKの境界でその最大値と最小値を達成する。f が一定

である場合を除き、極大値または極小値を持つことは出来ない。

Corollary 4.5. f ∈ C∞ (C2,R
)
とし、f (z1, z2)が漸近的にゼロとする。もし任意の jと kに対

して ∂j̄∂kf (z1, z2) = 0 が成り立つならば、

f (z1, z2) = 0

となる。

Proof. 先ず

∆f (z1, z2) = ∂1̄∂1f (z1, z2) + ∂2̄∂2f (z1, z2) = 0.

が成り立つため f は C2上の調和函数となる。加えて f が漸近的にゼロであることを合わせると

f (z1, z2) = 0.

ここでこれまでの結果を纏めてみる。

Remark. g
(
F̂ (x)

)
が対称行列であるという事とはつまり

F̂ (x) =


0 F̂12 (x) F̂13 (x) F̂14 (x)

−F̂12 (x) 0 F̂14 (x) −F̂13 (x)

−F̂13 (x) −F̂14 (x) 0 F̂34 (x)

−F̂14 (x) F̂13 (x) −F̂34 (x) 0


ということを意味する。合わせて F̂ij (x)が漸近的にゼロであることを仮定すると∂j̄∂k

(
F̂12 (x) + F̂34 (x)

)
=

0となり、それは

F̂12 (x) = −F̂34 (x)

を意味する。

Theorem 4.6 (Main Theorem). もし F̂ij (x)が漸近的にゼロであり、Rj̄k (x) ≡ 0 (mod η2) だ

とすると F̂ は反自己双対行列になる。つまり、

Rj̄k

(
F̂ (x)

)
≡ 0 (mod η2), lim

|z1|2+|z2|2→∞
F̂ = 0 =⇒ ∗F̂− (x) = −F̂− (x)

Proof. もしRj̄k (x) ≡ 0 (mod η2) ならば ∂j̄∂k

(
F̂12 (x) + F̂34 (x)

)
= 0 であり F̂ij (x)は漸近的に

ゼロなので

∗F̂− (x) = −F̂− (x) .
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